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توطة 


'الحياة ممتعة لشيئين فقط؛ الاكتشاف في الرياضيات وتعليم 
الرياضيات"” 
سيموث بواتسو 201550 .5 
تبدو اللانمائية عند عامة الناس أنها شيء ضخحم للغاية وغير محددء 
ومن ثم لا يمكن معرفتها أو إدراكهاء وبصورة أخرى تعن شيا 
كبيرا جدا حارج نطاق العد نفسه» وقد تساوي عدد نحوم الكون 
كله أو عدد حبات الرمل الموجودة على سواحل البحار. 
وف الواقع لا نصادف اللانمائية وجها لوجه ولكن وجحود كوت 
أو عالم لانائي أمر حتمي » والدليل على ذلك هو تصورنا للفكرة 
نفسها كما هو الحال في العلوم الرياضية الي تمثل انعكاساً للواقع . 
غالبا ما نصادف اللافائية في هذه العلوم بالرمز المعقوف (م) أو ما 
يطلق عليه عادة "بعقدة الحب" والحقيقة وراء هذا الرمز هو الدورات 
المستمر حول المنحى. وهذا ثما دفع علماء الرياضيات منذ قرو 
عديدة في محاولة فهم سحر اللافائية وغموض ماهيتها جاهدين 
للتوصل إلى قياسها ومعرفة قوانينها والقواعد الي تحكمها كي تقفف 


في صف المفاهيم الرياضية الأخرى 





1 : 
ترجمة كاتب هذه السطور 


الاك ترف االاكاية ودر انلع وإرياكة) كن سيدق افيس 
عام؛ فاليونانيون القدماء مثلاً أبدو نحاولاقم للتعرف عليها 
والوصول إلى ماهيتها ولكنهم لم يتوصلوا إلى نتائج مرضية بسبب 
التناقضات ابي تفرزها تلك الفكرة وتداخلها في المحجالات الدينية 
والاسفية 

ورغم ما أحرزه الإغريق من تقدم يثى عليه فإن الفكرة لم 
تتلور تماما إلا في القرن التاسع عشر وبالذات في أعمال يازاتو 
وفيرشتراس وكانتور والأخير هو محطتنا ولب حديثنا . 

وف هذا الصدد عبر أستاذنا الكبير المرحوم الدكتور على مصطفى 
مشرفة أجمل تعبير عن اللانفائية عندما كتب في مقال نشر في الجمع 
المصر ي للثقافة العلمية عام 1933 "اللانهائية كلمة تعبر عن معناها 
تعبير| حجري دوم جابعة مز حاتي أو جاتن عب عضن اند ل 
اوري و نيا النافية. وفاية حد أو آخر أو طرف. وإذن ما له 
حد له أو ما لا آخخر أو طرف له. فيقال لشيء أنه لا نهائي إذا " 
يوجد له حد أو شاية. وعكسه الشيء المنتهي أو المحدد. فاللانمائية 
تعن الشيء الذي لا ييحده شي ع) أي بلا حدود وهى ليست بعدد 
صحيح و إنما هي كمية أو مقدار عن حالة غير منتهية. 

ويبقى هذا التعريف فق حيز المفاهيم التقليدية الذي يعصير عن 
اللاهائية بصورقا الممكنة أو الجهدية عله 11ه1 121أدعامم» بينما يبقى 
الأمر ف صورقا الحقيقية أو الفعلية 1052116 لهناءةث و هي الإضافة 
الي تقد قا تكانتورج' كما سترك ترح كل هنيما من حلا لباه 
الصفحات . 

والستوال ههناء ما هو حجم اللاشائية ؟ كان فعدا امس انا 
مطروحا أمام كانتور قبل أن يخوض مسألة اللافائية من كلا 
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طرفيها » تلك المسألة الى حيرت عقول سلفه ومعاصريه بما دفهت 
الرياضي الكبير جوزيف لاكرانج 3086هة1.1 (رئيس قسم 
الرياضيات- أكادعية برلين للعلوم) في عام 784! أن يعلن عن منح 
حائزة لمن يجد حلا لهذه المعضلة- بناء على اقتراح الأكاديمية- وأخيرا 
جاءت حلول كثيرة فى غاية التعقيد الرياضي ولكن من بين تلك 
الحلول هناك حل بسيط حدا تقدم به الرياضي السويسري سيمون 
لو هلير موزاانسط1 ودمرزة الذي فاز بالجائزة» و الحل هو: "اللافائية هي 
الحاوية الى تتداحل فيها أفكارنا " * 
فكرة اللانمائية تذيبا رائعا مقدما الحل النهائى بعدما كانت اللامائية 
عائمة في محيط المطلق واللاحدودء وأعاد اعتبار فكرة اللامائية 
الحقيقية الى نبذها سلفه» وهي اللانمائية الكاملة أو التامة وليسست 
الممكنة أو الجهدية كما كان يتصورها الأوائل . 

برهن كانتور على وجود مستويات مختلفة من اللاشائيات» عق 
آخرء هناك رتب ودرحات من اللانمائيات كل مستوى يكون أكبر 
من سابقه وهكذا نحصل على رتب لافمائية من اللافمائيات وإك جميع 
انمحموعات اللانمائية ليس لما نفس المقدار» وإنه يمكن مقارنة الواحدة 
مع الأخرى. فمثلا مجموعة نقط الخط المستقيم و بجموعة الكسور 
كلتاهما لانمائيتان. وبرهن أيضا على أن المجموعة الأولى أكبر حجما 


و مقدارا من الأخرى . 





اللانمائية في الكبر و اللانمائة في الصغر إلا أن كانتور ركز جهوده ودراساته على اللاثمائية في الكبر 


فقط و هذه تعتبر ثغرة في النظرية كما يراها كاتب هذه السطور. 
149-10 .م, عمتك] * 


ومن هذا المنطلق شن معاصرو كاتتور حرباً ضده» فمنهم من 
امه بالجنون وآخر بالشعوذة الخ من التهم ؛ فالرياضي الفرنسي 
الشهير هنري بوانكاريه عتة56 11.501 شجب نظرية الأعداد اللاهائية 
بعنف حين قال: بأنه مرض خطير حاء به كاتتور وتأزمت به 
الرياضيات؛ لذا يجب التخلص منه تماماً ". وقال آعر "إن كانتور 
كما لو كان ين قصراً من الرمل بنظريته هذا ". أما أستاذه لييول د 
كرو نكر وأحد مشاهير الرياضيات أنذاك فقد شن عليه 
هجوما قاسيا متهما إياه بالدحل والشعوذة وإن أعماله الرياضية 
يست إلا فلسفة فارغة وحوفاء وليس العلم الرياضي بحاحة إليها 
إطلاقا" . وكانت نتيجة هذا المجوم الشخصي الدفين الذي تدستر 
وراءه الغيرة والحسد هلاك كانتور بعد إصابته باكيار عصبي حاد قاده 
إلى مستشفى الأمراض العقلية الذي مكث فيه أكثر من ثمانية أعوام 
حي وفاته. بيئما يقول الرياضي هلبرت" لقد نحلق لنا كانتور فردوسا 
ولبس بانسطاعة اعد أن روني 1 | 

ويعزو حرصنا لكانتور إلى وحود مفهوم اللاففائية فى الرياضيات 
وسيادتها يحانب الكينونات الرياضية الأرى» حيث لا يمكن دراستها 
أي اللافائية بصورة مستقلة فحسب بل بجتمعة مع بعضها على هرفة 
فئات أو مجموعات وإن عناصر تلك المجموعات غالبا ما تكون 
لاهائية» لذا حتم على الرياضيين الاستسلام لطبيعة اللانمائية وعمق 
تأثيرها ف العلم الرياضي وفي العلوم الأخرى . 

لقد حاولنا في هذه الدراسة البسيطة إيجاز حياة كانتور وأعماله. 
ومنصنا نظريته حول اللافهائية وتتبعنا مسارها التاريخي وكيف توصل 
كانتور إلى فكرة اللانائية وبالذات اللافائية الحقيقية ومن ثم كيف 


هذب اللافائية َذْيبا رياضيا بعدما كانت عائمة في برائن 
المبتافيزيقياء ومن ثم أصبحت كينونة مستقلة يمكن استيعابما وتطبيقها 
قدر الإمكان. 
وحورج كانتور هو مؤسس نظرية اللاهائيات ف الرياضيات 

ويمكن أن يقال بحق مؤسس الرياضيات الحديثة حيث كان شضغله 
الشاغل هو إبحاز مفهوم المجموعة باعتبارها إحدى ر كائز الرياضيات 
الأساسية وجعل نظرية الأعداد الموغلة ( ما وراء المنتهي) وبالذات 
مفهوم الأعداد الترتيبية لب أعماله . ١‏ 

والمهدف الأساسي الذي قادنا إلى كتابة موضوع شائك كل هذا 
هو افتقار المكتبة العربية إلى دراسة حول فكرة اللافائية» وليس 
لدينا أي دليل يبرر هذا الاقتقار» إلا أننا وجدنا أنه من الضروري 
تعريف القارئ والباحث على السواء بأهمية دور اللافمائية ليس في 
الرياضيات فحسب بل في شي جمالات الحياة» لأن العلم الرياضي 
في حد ذاته ليس إلا علم اللافائيات» ودورنا أيضا هو لفت انتباه 
الباحث الذي غابت عنه فكرة اللافائية واعتبرها مجرد رمز خال من 
كس 

لقد قسمنا الدراسة إلى فصول صغيرة حدا بحيث يمكن قراتتها 
بسهولة دون عناء التفاصيل الي غالبا ما يتحاشاها الرياضي» 
فكانت فصولا موجزة عن فكرة اللافائية» أولها كان التطور 
التاريخي لفكرة اللافمائية وهو يمثل مرحلة ما قبل الكانتورية» حيث 
ناقشئا فيه الأفكار الأساسية ال دفعت كانتور للتوصل إلى فكرة 
الأعداد الموغلة أو ما بعد ليون ١‏ 


ثم تطرقنا إلى الأساليب الرياضية الي تميزت به نظريته وصولا إلى 
الحلول الممكنة والجذرية في نظرنا الي قدمها بحرأة و حماس كي يثبت 
كل الأسس المنطقية والرياضية لتصبح مدخلا خلابا لكل فرع من 
فروع الرياضيات» وحتمنا دراستنا ببعض المفارقات الى أفرزتها 
النظرية اليّ دون شك حتمية نتيجة عمق جذورها وسع افقهاء 
وأضفنا إلى هذا الفصل موجزا عن نظرية التحليل اللامعياري 
(اللاقياسي) الذي تقدم به الرياضي الأمريكىي روبتسسون. هذا 
التحليل الذي عثل اللافائيات ف الصغر وهو الجزء الذي أ#مله أو 
تجاهله كانتور» وما إضافتنا إلى التحليل اللامعياري إلا سد ثغرة 
تركنها الكاسورنة بدافع غير أكاديمي. 

و أخيرا أتوجه بالشكر والعرفان إلى جميع من كان له العون في 
إعداد هذه الدراسة مما أتاح لي صفاء الوقت وسعته؛ أذكر بالأخص 
فضيلة الوالد والوالدة و إلى زوحي وأبنائي محمود وسارة ويوسف 
فلهم حالص التقدير والثناء ابرغ أيضا إلى الأخ الفاضل الدكتور 
على المدني على ما قام به من مراحعة مسودة هذا العمل وما قدمه 
من اقتراحات لغوية كان لا الأثْر في تطوير حسي اللغفوي؛ فله 
خالضن القناء .و التقوير ... ْ 


البحرين , مايو 1998 





1- تقليم 
2 موحز حياة كانتور 


3 خحصوم كانتور 


لفكهة 


تقديم 
"إن تعريف اللانهائية هو لانهائي في التعقيد لأن اللانهائتية ذاتها 
3 م في التعريف و 1 " «* 
برتراند رسل 


ايل الراضي أو البوفوحيا أو ي أي فرع آخر مسن فسروع 
لت 2 ا 116015 اع 5 أو كما يطلق عليها بالألمانية 
ععطوادوودء21. وهذا يدل على أن هذه النظر ية تكمن في قاع جميع 
فروع الرياضيات ,مثابة الأسس ال ينطلق منها هذا الفرع أو ذاكء 
بالإضافة إلى استقلالها المطلق باعتبارها فرعا من فروع الرياضيات 
الذي يطلق عليه "نظرية المجموعات". ووجود هذه النظرية في تلك 
الفروع إلى أهميتها النظرية والتطبيقية معاء وأن تقدم هذه النظرية يعد 
أحد الإنحازات ال توجت الرياضيات المعاصرة . 

والغريب ف الأمر أن هذا الفرع هو ابتكار شخص واحد تدين له 
الرياضيات الحديثة وفلسفتها وتعتزان به لأنه فتح آفاقا جديدة أمام 





*ترجمة كاتب هذه السطور 
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الرياضيين وفك الرموز العصية وهذب فكرة اللانفائية بعدما كانت 
عائمة ف محيط اللامتعين واللاتحدود وباتت مكتملة حي ألفها 
الرياضيون أنفسهم وفلاسفة العلم أيضاًء الرحل صاحب هذا الابتكار 
هو حورج كانتور. 

وكما كانت الفيئاغورية تنظر إلى أن "كل شيء هو عده" أو 
يمكن التعبير عنه بذلك» والعدد هو جوهر الوجود و حقيقته" هناك 
صفة عامة في كل شيء جسما أو غير حسم له صفة العددية أو 
بعبارة أخرى لا كتاز شيء عن شيء إلا بالعدد» فالعدد هو جوهمر 
الوجود وحقيقته " أما أصحاب نظرية المجموعات فقد رفعوا شعاراً 
آخر لهم هو أن"كل شيء هو بجموعة" أو يمكن تمثيله.بمجموعة . 

وما أن وحود اللانهائية الحقيقية ا#دهءى أجبر العلماء على إعادة 
دراسة الوضع الفيثاغعوري فإن وحود اللامائية المطلقة عاأناأهوطة هو 
الآخخر دفع الرياضيين إلى إعادة الصرح الكانتوري؛ وعلى ضوء ذلك 
تمت دراسة المجحموعات اللاأائية وبالأحص اللافائية في الكير أو 
كما يطلق عليها بالملصطلح الكانتوري "الأعداد الموغعلة" 01 
مل أو ما وراء المنتهى. 

لقد عبر كانتور بنفسه عن تلك الأعداد يي ينه "تا 
عقدور أحد أن يقول إن الأعداد ا موغلة تقف عند حد معين. أو 


تكمن مع الأعداد الصماء ( غير المنطقة) اللانائية رغم أن جوهرهما 


واحدء إلا أن الأولى - الأعداد الموغلة - تعتبر .مثابة الأساس أو 
التصحيح السليم الذي يقودنا إلى اللانائية الحقيقية"1. 

فموضوع نظرية المحموعات إذن وبالأخص المجموعات اللاثمائية 
الى انطلق منها كانتور في الفترة من 1895-4 أثار جدلاً 
وضواها فكريا لقزال اثاره ثاقية حي روسنا هذا اوت التصيجه فق 
هذا كله هو الانقلاب الذي أحدثته النظرية على بعض المبادئ 
الرياضية الكلاسيكية. 

فالصعوبات الفيثاغورية مثلا حول الجذر التربيعي للعدد اثنين 
ومفارقات زينو 5م26 حول مفهومي "الاستمرارية' ( الاتصال) 
والتقسيم اللافهائي هي جوهر هذا البحث ولب الموضوع . ونتيعجة 
هذا الصراع أولى الرياضيون اهتماما بالفلسفة أدى إلى البحث العميق 
لدراسة الأسس الرياضية قاصدين من وراء ذلك إيحاد الحخلول 
الممكنة لتلك المعضلات الى شطرتهم إلى عدة أقسام أدت بالتالي إلى 
ظهور مذاهب فلسفية داحل إطار الفكر الرياضي نفسه . 

ومن خلال دراستنا للأفكار المستخدمة في التحليل الرياضيء 
ومدى فعاليتها ورغم امتداد جذور هذا الخلاف إلى القرون الوسطى 
بل ورا إلى عصر الإغريق» إلا أن فرو ع هذا التراع غدا مقبولا مسن 
قبل بعض الرياضيين باعتباره قضية الخروج على القواعد المألوفة. 
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و رغم ما أحرزت نظرية كانتور حول اللافائية من تقدم 
ملموس فى جميع حقول المعرفة إلا أكها في واقع الأمر أشد معركة 
عرفها تاريخ العلم من خلال الفكر التقليدي الرياضي حيث شبهها 
العالم الكبير ألبرت آينشتاين ذات مرة" مشادة الضفدعة و الفأر" . 
وق عام 1831 عبر حاوس ووداه© عن مخاوفه حول اللافائية الحقيقية 
قائلا " إن أقن بشدة إزاء المقدار أو الكمية اللانمائية كشيء 
متكامل أو تام والذي يعتبر شيئا غير مقبول أو مس موحا بهفي 
الرياضيات. فاللافهائية تعبير عن أسلوب في التحدث بالمعئ الحقيقي 
وهى فاية لأي نسب محددة تؤول إلى الاقتراب بيئما الأخرى تكون 
فتتوايك دون أى قوف أو روط و 

فإذا كانت (« ) عددا حقيقيا ماء فإن الكسر »/1 يتضاءل بزيادة 
قيمة ؛ ومن ثم يمكن إيجاد قيمة له حيث أن الكسر نفسه يختلف عن 
الصفر- أي كمية موجبة صغيرة جدا - وكلما استمرت » في 
الزيادة فإن الفرق يظل أصغر من أية كمية موجحبة مهما كانت 
قيمتها في الصغر و يقال إذن بأن الصفر هو فاية الكسر أو المقدار »/1 
وذلك عندما يؤل « إلى اللافائية ( بالرموز 0-غ:/1 منذا) وكذلك 
فالدالة ١»‏ - (»),. مه -غ/1 هذا لقيمة موحبة تكون في ازدياد كلما 
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صغرت *« . 


. 25 
ا ,علط تت 


وبناء على ذلك فإنه يمكن تعريف الكميات المتناهية ق الكبر 
وكذلك المتناهية في الصغر بالاي: 
يقال للكمية المتغيرة الى تزداد قيمتها المطلقة بللا حدود بأنفا 
كمية متناهية في الكبر . أما الكمية الى تكون فايتها مساوية للصفر 
تسمى كمية متناهية في الصغر. 
أما في الهندسة فاللافمائية هي "موقع" فمثلا يقال إن الخطين 
المتوازيين يتقاطعان في نقطة في اللافائية وكذلك المستويات المتوازية 
تتقاطع أو تلتقي عند خط في اللانمائية وخمط المقارب هامامسزكم 
يلتقى أيضاً عند اللانهائية وهكذا » أما فكرة اللانهائية باعتبارها محلا 
أو موقعاً فقل أدحلها الرياضي الفلكي جوهان كبلر ععامءع.1 وهو 
الذي أشار إلى أن القطع الزائد وامطهموط يمكن اعتباره شكلا 
اهليجياً 5م8111 أو قطعاً ناقصاً وطءومز] ببؤرة واحدة عند اللامائيق, 
ولكن الفكرة طورت فيما بعد من قبل دسارجيس 5عناع تدوع 13:0 
عند صياغته للهندسة الوصفية الى تفترض نقطا حيالية في اللانهائية . 
لقد كان التصور الهندسي في فكرة اللانهائية عند الاغريق 
الأوائل عبارة عن العلاقة بين شكلي الدائرة والمضلع» فالدائرة نانحة 
عن مضلع 010 ذي أضلاع لافائية » أي كلما كثرت أو زاد 
عدد أضلاع المضلع أقترب من الشكل الدائري وعند حد معين من 
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الأضلاع المتعددة ؛ تنطبق الدائرة على المضلع ؛أى يصبح المضلع ذا 
الأضلاع اللانائية دائرة ( أنظر الشكل أدناه) . 





ردا على مخاوف جاوس يقول كاتتور: "رغم الاختسلاف 
الجوهري بين اللاشائية الممكنة (الجهدية) واللافهائية الحقيقية 


(الفعلية) فإن الأولى تعن ذلك التغير الذي يكون في تزايد دائم 
ويتجاوز جميع حدود النهايات ( مثل العدد الحقيقي الذي أشرنا إليه 
سابقا) بينما الأخرى هي كمية ثابتة محسددة تكمن وراء جميع 
الكميات المحددة. ..3", 

وبايجاز يمكن اعتبار اللانهائية الممكنة بأنها حطوات لامتناهية» أي 
دود وجود حد معين نقف عنده. بينما اللاهائية الحقيقية هي مجموعة 
لافشائية متكاملة . 


,عمتطع1 3 
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و يعلن كانتور أيضا عن سوء استخدام اللافهائية في الرياضيات 
ال غالبا ما تحير وتربك حى الرياضيين أنفسهم و هذا ما حدث 
بالفعل لحاوس وآخرين ممن وجهوا التهم إلى كانتور ودحضوا شرعية 
اللانمائية الحقيقية واعتبروها قسرا لطبيعة الأشياء» فهي أي اللانمائية 
الحقيقية لا تبرز لنا كلية بأفها كاملة و لكن تؤخذ كما هي . 

1- موجز حياة جورج كانتور: 

جورج فردينارد لودفيج فيلب كانتور عماهة© ع:مء6 هو الابن 
البكر لأب تاجر ناجح هو جورج فالدمار كانتور تقصفلة/7 ورمع 
ودوك من مواليد كو بنهاغن ( الدانمارك) هاحر إلى سانت بيترسبيرج 
ودطمعاءط:8 (روسيا لينينغراد سابقا- عصر الإمبراطورية السوفيتية) 
وفيها ولد كانتور فى الثالث من مارس عام 1845 و لكن مرض والده 
الرئوي هو الذي دفعه إلى أن يغادر بيترسبيرج ويستقر في 
فرانتكفورت ( ألمانيا) في عام 1856 عندما كان الطفل كانتور في ربيعه 
الحادي عشر وهكذا عاش فيها الأب حياة رغيدة هنيئة حق مات 
ف عام 1863 . 

أما أمه ماريا بوهم ططه8 و31 فتنحدر من أسرة موسيقية 
عريقة؛ خالا جوزيف بوهم مدير معهد الموسيقى ومؤسس مدرسة 
عازفي الكمان ذائعة الصيت الى كان لما الأثر الكبير والحس العميق 
على تلامذتها . 
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و كان لكانتور أخ امه كونستانتين «ناههئودده الذي أصبح 
ضابطا في الحبش الألماني ( قلائل من يهود التحقوا بالحيش آنذاك) وله 
أحت هي صوفيا نوبلنك ودنائطه]1 وتطمه5 . 
أما طاقات كانتور الفنية وحسه الذي ورثه عن أمه فظلت حبيسة لم 
نكري ها وى التديفة والروديات: ورقا قد كتيوه ايد 
الأسباب الي جعلته في حالة عدم استقرار دائم . 

ورغم أن الأب اعتنق البروتستنانية وأمه كاثوليكية حرومانية 
المولد إلا أن كانتور اختار المذهب البروتستانيّ ومن خلاله اكتسب 
ذوقاً متميزاً في بحادلاته وخاصة في الأمور اللفظية الصغيرة في لاهوت 
العصور الوسطىء فإذا لم يكن كانتور رياضياً لكان قدره حتماً إما 
الفلسفة أو اللاهوت . 

ومكن أن يقال ف هذا الصدد إن نظرية كاتتور حول 
اللاشائية باتت حجر الزاوية عند اليسوعيين الذين كانت نزعاتقم 
المنطقية بمكنة عن طريق الخيال الرياضي الصرف الذي يكمن وراء 
تصوراقم اللاهوتية حول إثبات وجود الخالق الذي لا مجال لالشفك 
فيه وما التماسك أو الانسجام الذاتي للثلاتي اللقفنس إلا اندماج 
الثلاثة في الواحد أو الوحدة وما تفرع الواحد إلى ثلاثة إلا تعبيرا عن 
المساواة والخلود المشتركين. 
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ومثله مثل الرياضيين الموهوبين» بدأت موهبته الرياضية في سن ما 
قبل الخامسة عشرة» والتحق مدرسة خاصة في فرانكفورت وفي دار 
مشتات» وقي عام 60 التحق بصنائمةهميرقن وهو في ربيعه المخامس 
عشر عديئة فيزبادن. وكان قرار كانتور الابن دراسة الرياضيات 
واحترافها إلا أن والده كان يصر عليه رغم اعترافه بتقدرة الصبي 
الرياضية الالتحاق بالهندسة لما لذلك من مستقبل ومصدر للرزق 
مضمون. حي أن والده كتب في عام 1860 معبرا عن آماله وأامال 
جميع أفراد عائلته في ألمانيا وفي الدائمارك وروسيا أن يصبح ابنه .عمشيئة 
الله نحما ساطعا في حقل الهندسة . 

و قبل دحوله الجامعة وتبعا لما حققه من نحاح وتفوق في حقفل 
الرياضيات» كتب إلى والده معبرا عن شعوره العميق تحاه حقل 
المستقبل- الرياضيات - المخنطاب التالي: 
" والدي العزيز 

تستطيع أن تتأكد بنفسك كم كنت مسرورا برسالتك» لقد 
حددت مستقبلي بالفعل و سأكون مغتبطا عندما أعلم بأنك لن 
تنزرعج إطلاقا عندما يقودني شعوري با اختاره أناء و آمل أن 
يطيل الله في عمرك لترى فرح وسعادقي أيها الأب العطلوف 
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المرء أكثر من شيء يرغب فيه ويتمناه وأن شعوره الداخلي هو الذي 
يقوده إلى تحقيق ما يصبو إليه ".4 

لسنا نعلم ما تركت هذه الرسالة من أثر على الوالد البار 
ولكن الذي ندركه هو كم كان شغف الابن عظيماً تجاه الحقل الذي 
عشقه حى ايته الحزنة - سنتحدث عنها فيما بعد- ولكسن رغم 
ذلك الشقاء الذي حعله أحد أئمة الرياضيين» و ليس باستطاعتنا أن 
تنبأ كيف كان الأمر لو خمضع كانتور لرغبة أبيه » ريما خسر العم 
الرياضي بحما براقا وحقلا لم يحصد . 

بدأ كانتور دراسته الجامعية ف زيورخ عام 2 وبعد عام انتتقفل 
إلى جامعة برلين إبان وفاة والده وهناك درس الرياضيات والفلسفة 
والفيزياء ولكن ميوله اندفعت إلى الحقلين الأولين بالتساوي وتاركا 
الفيزياء دوك مبالاة» ففي الرياضيات تتلمذ على يد الأساتذة كومر 
87 وفير شتراس 59 وغرعه اللدود كرو نكرععاءعدمي1. 
وبناء على العرف السائد في الجامعات الألمانية آنذاك فإنه يحق للطالب 
أن يقيم في مدينة ما ويلتحق بالدراسة ف جامعة أخرى ارج تلاك 
المدينة وكان الأمر كذلك حيث كان يقيم كانتور عام 1866 في 


كوتنجن 2 ويدرس في برلين. 





0 كت ناشطع ]7 5ه رمك : لاع8 دع 4 
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لقد كان المناخ الرياضي آنذاك مفعما بالحساب وبالذات عند 
أستاذيه كومر وكرونكر ولكن كانتور ولع بأعمال جاوس ودنه0 
ونظرياته وهام يما حىّ غاص فيها بعمق وبالذات في عمل حاوس 
الخالك عو تناع سطاتسخ دعه015015100] "التحقيقات الحسابية" حيث تطرق 
إلى مسألة صعبة تركها حاوس دون حل . كتب كانتور أطروحة 
الدكتوراه حول مسألة الأعداد الصحيحة 42 بز,» للمعادئنة غير 
المحددة: 0- 2ج + 2بو+ تيرج حيث ح #ط ,بج أعداد صحيحة حيث 
منحت له الدرجة في عام 1867. 

لقد كان غرام كانتور الأول هو أعمال جاوس المتعلقة بالنظرية 
الرقمية الي فتن بما وسحر بمحتواها ووضوح وكمال براهينها ولكن 
تأثير أستاذه فيرشتراس جعله يتجه إلى التحليل الرياضي وبالذات 
المتسلسلات المثلثية ( متسلسلات فورييه). 
ولكن الصعوبات الحاسمة في هذه النظرية والمتعلقة بتقارب 
المتسلسلات اللانمائية كانت أقل عمقاً وقريبة المنال إذا ما قورنت 
بنظرية قوى المتسلسلات ووترءو عو وهى الي جحذبت اهتمام 
كانتور ودفعته إلى أسس التحليل الرياضي أكثر من معاصريه الذين م 
يولو اعتباراً ما وقادته أخيراً إلى احتضان رياضيات وفلسفة اللاتمائية 
هذه الفلسفة الي تترعرع قُِ قاع جميع القضايا المتعلقة,عمفاهيم 
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وقبل أن يتحاوز كانتور ربيعه الثلاثين نشرت ورقنه الثورية 
في ابحلة كريلله »اع حول نظرية المجموعات اللافائية. ورغم أن 
تنائج هذا البحث غير متوقعة تماماً وكذلك مفارقاتها المتعلقة حول 
مجموعة جميع الأعداد الحبرية اللي صاغها كاتتور بطريقة بارعة 
وكذلك الطرق الحديدة غير المألوفة الى أدخلها في بحثه» فقد وضعت 
الر ياضي الشاب ف قائمة الرياضيين الخلاقين غير العاديين بغض النظر 
عن الإجماع أو الاتفاق الكلي حول هذا الموضوع » وتبقى مسألة 
أخرى لسنا بصددها ولكن ما يجب قوله هو أن هذا الرح ل أتى 
بشيء كامل الحدة و أزاح صخرة كبيرة كانت كثابة عثرة في 
الرياضيات» فهذا العمل منحه قوة ونفوذاً يستحق من خحلاله تقليد أي 
منصب ذي نفوذ وسلطان . 

و في عام 1868 حصل على الدكتوراه من جامعة برلين فى 
أطروحة قدمها إلى الجامعة حول " نظرية الأعداد" وبعدما عين 
أستاذا جامعة هالة غمازويووزول] عالة]1 دوذ راتب بل يتقاضى 
مكافأته من الطلاب مباشرة وهذا النظام كان معمولاً به في اللنامعات 
الألمانية آنذاك ويطلق عليه بالألمانية أ12006. ولم تكن جامعة هاله 
كبقية الجامعات الألمانية الأخرى ذات السمعة والصيت المرموق رغم 
شهرقًا ف محال الرياضيات إذا ما قورنت يجامعي غوتنجن وبرلين. 
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لقد اقترح عليه زميل كانتور هرنيش أدوارد هاينه مووزنع]1.8.1] 
الذي كان يشتغل في نظرية المتواليات اللمثلثية الاشتغال بإحدى 
المسائل العويصة المتعلقة بتميز هذه المتواليات أو تفردها (توحدهها) 
5 . ول عام 72 عندما كان كانتور في ربيعه السابع 
والعشرين نشر بحثه حول الحلول العامة لهذه المسألة والى تعد.مثابة 
البذرة الأولى لنظرية ا مجموعات اللافائية . 

إن المسألة الى اقترحها زميله هاينه برزت من خلال أعمال 
الرياضي الفر نسي الشهير حين فورييه :1.5016 حيث برهن فورييه 
في عام 1822 أن الرسم البياني لمنحئى "دقيق جدا" (أملس - هو 
المنحين الذي يوضح أعداداً من النقط المتناهية غير المتصلة) يمكن تمثيله 
على مدى الفترة كمجموع لمتوالية مثلثية لافائية. و بتعبير أخر 
تتطابق أعداد لافائية من موجات الحيب و اليب تمام) فأية نقعملة 
على المنحئ الدقيق جداً (الأملس) عدا نقاط التقاطع يمكن تقريبها إلى 
درجة من الدقة حسبما نشاء ويقال عندئذ بأن المتواليات متقاربة إلى 
المنحين أو إلى دالة عدا أعداد متناهية من النقط أينما تكون . 

ورغم أن نظرية كانتور لاقت العديد من المعارضين ولكنه توصل 
فعلاً إلى أن يجعل المنطق الرياضي يتجدد ويصبح أكثر قوة وصلابة؛ 
كان برتراند رسل 1أ0556ا أحد مؤيديه» وقال رسل مادحاً ومبجلاً 


انحازات كانتور "بأنها أعظم الإنحازات الي يفتخر با العصر' . 
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في عام 1874 تزوج كانتور فالي كوتماك مقسنانت بروالو/ 
وقضى العروسان صيفهما على جبال هارتز ه11 وهناك التقيا 
بالرياضي ديدكن 26010294 وكان هذا اللقاء مثمرا بالنسبة إلى كانتور 
لأنه ناقش المسائل الرياضية الي كانت تشغله؛ فقبل عام من زواحه 
اكتب إلى ديد كن خطابا استعرض فيه إحدى المسائل الى كانت 
تشغله في موضع اهتمامه ذكر فيها: "هل بالإمكان تطابق نقط سطح 
ما (مربع ومن ضمنه نقط حدوده) مع نقط الخط المستقيم (مسن 
ضمنها نقطيٍ البداية والنهاية ) أي أن أية نقطة على السطح تناظره ا 
أخرى على المخط المستقيم وبالعكس؟ وبالتعاون مع ديدكن أعطلى 


الرياضي إلى حساب» أي لاستخراج تعريف الأعداد الحقيقية من 
مفهوم النهاية» فانطلق من مبداً التقابل «مناءوزة8ظ ومنه توصل إلى 
نظرية الرتب المتصاعدة . 
22 خصوم كانتور , القطيعة الكبرى مع ليبولد كرونكر: 
لقد كان عرض لكان 011 عرضا ناقتا دقيقا 
حول المجموعات الجديدة للأعناد الموغلة بالإضافة إلى الدفاع 
اللافهائية الحقيقية وبالأحص عندما حذر الفلاسفة في منطقهم المتشدد 
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حول المفارقات الموجودة فى طبيعة اللانمائية و سلوكها الغريب منذ 
ما قبل السقراطيين عندما بدأوا اكتشاف أشكاها المتناقضة. وعالى 
سبيل المثال رفض أرسطو مفهوم اللامائية الكاملة و بالمثل دحصض 
رحال الدين المسيحي اللانهائية الحقيقية باعتبارها هجو ما مباشراً 
وتحدياً لوحدة الله المطلقة وطبيعتها اللانهائية . 

وحدث الأمر نفسه بالنسبة للرياضيين عندما سلكوا مسار 
الفلاسفة حيث اعوج سبيلهم بحاه تطبيقات اللافائية الحقيقية ومن 
هذا النزاع اشتد غيظ الرياضي الكبير فريدريك جاوس وونده6 وعبر 
عن وجهة نظره هذه في رسالة كتبها إلى هنيرش شوماكر «عتتواه1؟ 
ةساط 5 مصرحا احتجاجه على مثل هذه اللافائيات قائلا : 
"بالنسبة إلى برهانك» فإنئ أعترض بشدة على استخدام اللامائية 
ككمية متكاملة فهي مرفوضة بتاتاً في الرياضيات» فاللانفائية ليست 
إلا شكلا بل تعبيرا لفظياً فحسب 166:ةم 06 2مع5 . " 

لقد كان كانتور يعلم كل العلم بأن نظريته الجديدة حول 
اجموعات اللافائية والأعداد الموغلة ستلاقي حتما معارضة شديدة 
وهذا بالتأكيد لما تمثله نظريته من إزاحة الاعتقاد التقليدي السائد - 
وهذا مصير أية فكرة جديدة- لذا كان أحد أهداف "الأسس" هو 
إثبات أنه ليس ثمة سبب لقبول الاعتراضات القديمة حول اكتمال 
اللائمائية الحقيقية و من الممكن أيضا الإحابة على هؤلاء الرياضيين 
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أمثال حاوس والفلاسفة أمثال أرسطو واللاهوتيين كتوماس الأكويئ 
سيجدون أنفسهم في وضع معين وق يوم ما غير قادرين أن يرفضوا 
تلك الفكرة لأن كانتور نفسه لم يتطرق إلى القضايا المعرفية للأعداد 
الموغلة فحسب بل إلى التصورات الميتافيزيقية المصحوبة يتما لأن 
هذه التصورات ,عثابة الروح النابضة في أية فلسفة. 

لقد كان كانتور مدافعاً عن الأساس الرياضي فل كد سدورعية 
النظرية الجديدة محاولاً أن لا يترك أية ثغرة هكذا كان يشعر أنه ير 
كي يدافع عن عمله من أي شكل من الهجوم وبأي مستوى وركان 
مستعدا لمواجهة الاحتجاحات الفلس فية والدينية الى را تبرز من 
تناول مفهوم اللافمائية الحقيقية . 

إن تفاصيل برنامج رو حول "التحسيب 06]16158008طانهم 
الحادف إلى أن الرياضيات برمتها ما هي إلا أعداد نمفائية من 
العمليات تتضمن فقط الأعداد الصحيحة؛ تم تلخيص هذا البرنامج 
ف مقاله ا موسوم حول مفهوم العدد" أتتوءط لطهت دعل :رودن وكما 
كنا سايها أن كانتور كبن انار وسيفه سيف قافو وات 
وذ كرنا أيضنا بأن أعمال كانتور ال نشرت عام 1878 حققت له 
نصرأ عظيماً ويتعلقه يقق فى مقدمة رياضيي عصره فس ذا اللتصصبر 
سرعان ما حفت بريقه وتحول إلى ححيم. بدأ خصومه يشنون حربا 
لا هوادة ضده وبدأت القطيعة الأولى مع أقرب أصدقائه ومعلمه 


28 


وأستاذه بجامعة برلين ومحرر بحلة كريلة ءلاعءت» الرياضي الآنف الذكر 
ليبولد كرونكر . 

م يدرك كانتور وضعه المتطرف فق الوقت الذى كان فية 
كرونكر يجمع قواه فى بداية 1870 لمعارضة مفاهيم نظرية بولزائنو- 
فير شتراس 855موئزء8012820-177 حول النهايات» النهايتان القتصوى 
والدنيا وكذلك الأعداد الصماء . وكون كرونكر محرراً للدورية 
الآنفة الذكر فقد كان باستطاعته أن يرفض أي بحث يرسل للنشر 
أو يجمده حين و إن كانت هناك محاولة من قبله لعدم نشر أعمال 
هاينه ع«زه]1 لعام 1872 ولكن هاينه لم يعرقل فيما بعد. 

وأوشك الأمر نفسه أن يحدث مع كانتور عندما أرسل بحنشه في 
الثانى عشر من يوليو عام 1877 لم ينشر فى الحال كما كان توقعه رغم 
وعود امحررين الآخرين بقبوله وجهود فبرشتراس المضنية إلا أنه لم 
يحدث أي شيء يذكر حول نوايا كرونكر. شعر كاتتور بخطلورة 
الوضع وحشي تدخحل كرونكر في الموضوع» حينها كتب رسالة 
مرة إلى صديقه ديدكن هدنللء2 يشكو حاله وما تلاقيه أعماله من 
سوء المعاملة مقترحاً الانسحابء إلا أن حكمة ديدكن حففت و طأةٍ 
الانفعال وألم عليه الصديق بعدم الانس حاب وبالالتزام بالصم 
وبالفعل فقد كان صديقه مصيباً حيث ظهر البحث في 1878 واتضح 
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لكانتور بأن مماطلة كرونكر ليست أكادبمية صرفه وإنهما ش خصية 

ومن منطلق شخصي بحت الم يرد كرونكر أن تتدشر أعمال 
كانتور لأنه كان يرفض مفهوم اللانهائية الحقيقية أو المكتملة 
وكذلك الأعداد الموغلة. لقد كانت الحملة الي شنها كرونكر 
مشحونة بالغيرة على حد تعبير إسحاق اسيموف مساوم . 

وكان كرونكر دوما معارضا له بل كان يبذل جل اهتمامه 
وحهده ف عرقلة تقدم كانتور وإبعاده عن سلك التعليم بجامعة 
برلين حى دفعه إلى ترك برلين والالتحاق بجامعة هاله وهناك ببدأت 
تظهر عليه نوبات الاشيار العصببي وعلى أثرها ادخصل مستشسفى 
الأمراض العقلية ومكث فيه ثمانية أعوام حي وفاته. 

وأخيراً من هذا الخليط الدولي الذي يسري في عروق كاتقور 
من أب دمار كي وشهادة ميلاد روسية إلى العيش حى فاية حياته في 
ألمانيا بوسع أية دولة أن تتبئ هذا العبقري مواطنا فيها وابنا بارا هاء 
و لكن كانتور نفسه فضل المانيا ولا نستطيع أن بحزم ما إذا كانت 
ألمانيا قد فضلته بالمقابل؟؟؟ 
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جه 





مفهوم اللانهائية قبل كانتور 


" ما هو ذلك الشىء الذى لا يبدو للعيان و إذا بدأ يكون غير موجود ؟ 
إنه اللانهائية ". * 
ليوناردو دافنشي 
لقد بدأت مسألة اللامائية من تعريف طاليس! و1816 الذي قال فيه 
"تلك الي ليس لما بداية أو نهاية"» ومنذ ذلك الحين بدأ هناك تأثيران 
أساسيان يلعبان دورهما في مفهوم اللاهائية» الأول تخميئ أو حدسي 
وهو التيار الذي انطلق منه انكسمندر نهلمقستحهدث (©.8 610-546) 
المالتيسي» أما الآخر فتمثله المدرسة الفيشاغورية عن طريق اكتشاف 
أصحايما "المسألة اللاقياسية" الى أدت يم أخيراً إلى مفهوم الأعداد 
الصماء وبع طصنكة لقهدم س1 . 
ومن ناحية تاريخية يمكن القول إن مسألة اللانفائية في الفكر الغربي 
بدأت بمراحل ثلاث» الأولى ويطلق عليها "ما قبل الأرسطية" وهى 
جميع الأفكار الفلسفية والرياضية الى سبقت أرسطو والثانية هي 
المتمثلة في تحليل اللافائية عند أرسطو نفسه وبعض شارحيه وهلي 


المرحلة " الأرسطية" أما المرحلة الأحيرة فهي متمثلة في أعمال كانتور 





ل نود أن نشير هنا إلى أن بعض الحضارات الى تسبق اليونانية كانت تعرف مفهوم اللانمائية 


ووردت في أدبياتها كالهندية مثلا . 
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وأخرين. وسيكون التركيز هنا على المرحلة الأخيرة مع الإشارة 
الخاطفة إلى المرحلة الأولى المتمثلة في المدرسة الفيثاغورية الي برز فيها 
الإطار العلمي بوحه عام والإطار الرياضي بوحه خاصء أما بالنسبة 
إلى المرحلة الأرسطية فيغلب عليها الطابع الفلسفي المحض. 

لقد مهد فيفاغو رس 0185عةطالاط (497-582ق .م) الساموسي 
وتلامذته الطريق إلى مسألة اللانمائية واليّ تعتبر بحق فصلا من 
فصول تاريخ الرياضيات»؛ إن لم تكن الرياضيات برمتها هي علم 
اللاغائيات 6 هذا ما عبر عنه الرياضي الشهير هليرت :و15 
جاءت المسألة من خلال اكتشاف الفيقاغوريين _لمس ألة اللاقياسية 
1 1101 والى تعتبر بحق انعطافا حادا لتعاليم المدرسة 
الفيناغورية وذلك ما أجبر فيلسوف الرياضة والمنطقي برتراند رسل 
ااعودنج أن يعبر أجمل تعبير عندما قال "إن مسألة اللانهائية بدأت أول 
الأمر عند الفيقاغوريين فى محاولاتهم للمسألة اللاقياسية". وح 
أرسطو نفسه صرح بذلك قائلا "أنه فيقاغورس الذي وضع 
اللاشائية بين الكينونات المحسوسة الأخرى" . 

هكذا جاء اكتشاف الفيثاغوريين غكد عرض عحبن البلا 
المثلث القائم الزاوية بالوحدة؛ فإن الوتر عندئذ سسيكون مساويا 
للجذر التربيعي للعدد اثنين ( لنفرض المثلث عم القائم الزاوية في ف 


فإذا كان 1- وداج فإن الوتر 26 يساوي 2 وذلك بناء على نظرية 
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فيثاغورس الشهيرة الب تنص على أن المربع المنشأ على الوتر يساوي 
مجموع المربعين المنشأين على الضلعين الآخرين. ونتيجة تطبيقاهم 
ا مندسية فأن العدد يجب أن يكون صحيحاً (فمثلاً إذا كان الضلعان 
3 -20 و جدءط يساويان فإن الوتر 5-مج يساوي وهكذا ... 

ولكن الكارثة تبدو عندما يكون الناتج 2 أو 13 أو أي جذر 
تربيعي آخر غير تام (الجذر التربيعي التام مغلا 079 736 ... الخ) 
لقد كان هذا العدد الناتج أكبر صدمة بالنسبة إلى برنامج وتعاليم 
المدرسة الفيتاغورية إن لم يكن تحديا بالمعئ الذي يجبر المدرسة على 
تصحيح بعض مفاهيمها أو التغلب على مثل هذه الصعوبة» ولكن 
تلامذة المدرسة اتخذوا أسلوباً آخر وهو كتم السر واعتباره من 
الأسرار المقدسة ويعاقب من يبوح بذلك لأن إفشاء مثل هذه الأسرار 
يعئ انيار كامل للمدرسة نفسها الي تقف وراء شعار" العدد هو 
أصل كل شيء" ويجب أن يكون العدد صحيحاً وهذا ما أثبتته لهم 
التجربة والقياس والحدس أيضاء لأن اكتشافهم هذا حال تماما من 
اللوغوس 5هوم1 - أي العقل- وأن هذه الأعداد غير صحيحة تماماً 
ومن ثم تتناق مع العقل . 

إذا كانت الأشياء يمكن التعبير عنها بالأعداد الطبيعية ج؛ دمغلا 
فإن التناسب ا: ب - ج: د حيث ج» د هما النسبة بين ضلع 
المربع و قطره و يمكن البرهنة أيضا على أن أعداداً طبيعية كهذه لا 
يمكن أن توحدء فالنسبة فى حد ذاتها غير صحيحة ومن ثمة لا تحمل 
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اسما على الإطلاق فلتكن اللافائية ذاا «منومم وقيل أيضا إما م 
كع أي غير قابلة للتعبير وباليونانية آرتوس 05ئوجمه أي دون نسبة. 
و لقد تم أخيرا البرهنة على أن هذه الأعداد الى يطلق عليها الأعناد 
الصم (غير المنطقة) ليس إلا سلسلة لاائية من الأعداد الصحيحة. 
هذا بالإضافة إلى أنه تم البرهنة أيضا على وجود الأعداد الصماء من 
خلال طول أضلاع المربع وقطريه» ومن هذا المنطلق استبدل التصور 
الفيثاغوري .عفهوم الاستمرارية وهو أن كل خط مسستقيم يمكن 
تقسيمه إلى ما لافاية من الأحزاء وعدد نقاطه تكون لانمائية أيضا . 
إن مفارقات زينر دمع2 ( 450-؟ ق.م) الأيلى الشهيرة الى 
تقوم على فرضية كل من من الزمان والمكان قابل للتقسيم اللاففائي. 
واستنادا إلى الؤرخ الرياضي الأمريكي الشهير فلورين كاحوري 
تدوزةك فإن تاريخ هذه المفارقات ليس إلا تاريخا لمفاهيم الكاستمرارية 
واللافشائية. فهذه المفارقات تتعارض مع المفاهيم التقليدية حول 
اللافائية في الكبر و كذلك اللافائية في الصغر الي تزعم بأن بجموع 
المقادير اللافائية يمكن أن تتضاعف حسب ما نشاء حى إذا كانت 
الكميئة المضافة صغيرة جدا وبالرموز وبلغة رياضية مه. 
لقد كانت اتتقادات زينو ينو أكير تحد لتك المفساهيم وما 
مفارقاته الأربع الشهيرة إلا بلبلة فكرية لتلك المفاهيم. تنص المفارقة 
(أحجية) الأولى: "إذا كانت هناك كثرة فهي يحب أن تكون لا 
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متناهية الصغر ولا متناهية الكبر. إن الكثرة يجب أن تكون متناهية 
الصغر لأنما مركبة من وحدات و هذا ما نقصده بقولنا إها الكثرة".! 

المفارقة الثانية تقول" حى يمكن لجسم أن يقطع المسافة يحب أولا 
أن يقطع نصف المسافة؛ ولا يزال هناك نصف النصف لقطعه ثم 
نصف نصف النصف وهكذا إلى ما لافاية ومن ثم سيظل دائما حوء 
م يقطع وعلى هذا يستحيل على الحسم أن ينتقل من نقطة إلى أخرى 
ومن ثم لا يمكن أن نصل 2. 
والثالثة حول السباق بين أحيل و السلحفاة " فإذا كانت السلحفاة 
سابقة على أخيل فإنه لن يستطيع أن يلحقها(يدركها-إضافة)» 
فلولا يحب أن يصل (أي لن يصل إلى النقطة الي انطلقت منها 
السلحفاة -إضافة ) إلى النقطة الي انطلقت منها السلحفاة وعندما 
يصل إلى هناك تكون السلحفاة قد انتقلت أبعد ومن ثم فعلى أعيل 
أن يصل إلى تلك النقطة وسيجد أن السلحفاة قد وصلت إلى نقطلة 
ثالثة وسوف يستمر هذا إلى الأبد ومن ثم فإن المسافة بينهما تتناقص 
باستمرار لكنها لا تحتاز (تقطع) كلية» ومن ثم لن يلحق أخغيل 
بالسلحفاة على الإطلاق ". بمعين " يظلان إلى ما لا فاية» فلو ظخلل 
المتسابقان إلى آحر الدهر فلن يلحق أحيل بالسلحفاة 3. 

يرى الرياضي التشيكي بولزانو 0«ةداه8 أن فكرة اللافهائية بحردة 
من السلبء لأنما مرجت من فكرة النهائية نفسها وكما يقول 'إننا 





3221 الشيخ كامل عويضة: زينون» وما حققته الفلسفة اليونانية. 
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نضع اللافائية كنقيض للنهائية نفسها نفسها ". وتعريف -اللافائية- الذي 
قدمه لنا بولزانو واستخدمه كانتور فيما بعد ينص على الآى: 
اللاثمائية أو اللانمائي هي تلك الي تكون قادرة على أن تخضع 
لعلاقة التطابق واحد-إلى-واحد الكل مع الجرء نفسه . 

ولكن أول من أدخحل رمز اللافائية (-ه) هو الرياضي الإنجليزي 
حون والس وثالة 7 هطهة ( 1703-1616) ويطلق عليه " عقدة الحب 
المعقوفة" والغرض من هذا الرمز يكمن في الحقيقة التالية وهي أنه 
بإمكانك الدوران اللاثفائي حول هذا المنحيئ بصورة مستمرة, -1 
هي اللانهائية بعينهاء بيئما قدم لنا كانتور الرمز (* ) وهو احرف 
الأول ف الأحدية العبرية ويلفظ ألفا كالعربية وهو أيضا أول ع ده 
لاأائي ضمن أعداد كانتور اللانهائية 

لقد كان رياضيو وعلماء القرن السابع عشر يتحدثون عن 
مفهوم اللافائية ولكنهم لم يدركوا حقيقية هذا المفهو م الغامض ولم 
انوا سارف سيو جاح رن لدو بوي يد 
كا نال ا لطن الا خر ها زلااعرو وكيا يبع اده 
لوصف أي كمية كبيرة لا يمكن إدراكها . 

فجاليلير هناناه» مثلا يرى أن انحموعات اللافائية متساوية أي 
أن عدد نقط الخخط المستقيم تساوي عدد نقط خط مستقيم 1+ خحر» لأن 
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كليهما لا ائيان وأن فكرة أن أحدهما أكبر أو أصغر من الآخر غير 
واردة في واقع اللامتناهيات فجميعها متكافئة بل متساوية. 
هذه هي الشرارة الأولى الي انطلق منها كانتور واليّ ستكون محور 
حديثنا عن أعمال هذا الرياضي الفذ الى أصبحت نظريته حجر 
الزاوية لكل فرع من فروع الرياضيات. فكانتور يعتبر أية بحموعتين 
لاشائيتين متساويتين إذا خحضعتا إلى قاعدة المطابقة واحد-إلى -واحد 
فقط وخلاف ذلك تكون إحداهما إما أكبر أو أصغر من الأخرى . 
إن تعريف جاليليو دون شك أنار الطريق ورسم الفكرة 
الأساسية لرياضيي العصر الحديث وبالذات إلى مفهوم اللافهائية 
الحقيقية ع]زه5 دآ [وروعم ومنطلق أسلوب جاليليو مو استنباط 
ابمجاميع الكلية للأعداد على أنما لافائية وبالمثل بالنسبة إلى مربعات 
الأعداد نفسهاء و يمكن توضيح ذلك بالرموز كالآتي: 
م و3 و2 و1 
مه ...ا 9 4 1 
وجاءت وجهة نظر ليبنتز #هءطع ]1 حول اللافائية الحقيقية من 
خلال رسالة كتبها إلى صديقه فوخر معاد فى عام 1693 قائلا: أنئي 
ميال كثيرا إلى فكرة اللانمائية الحقيقية» لذا أعتقد بأن ليس هناك 
جزء من المادة -لا أقول- غير قابل للانقسام ولكن كن تقسيمه 
فعلا . 
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وتفهم ليبنتز لمفهوم اللانمائية الحقيقية ناحم عن فلاسفة 
العصور الوسطى وبالذات كاستوسا برونو هدم وكما اقسترح 
رسل أن مفهوم اللافهائية لدى ليبنتز شبيه بتلك اللافهائية الى أطالق 
عليها هيجل ' اللافمائية الكاذية" وما اللاائية الحقيقية في نظلر 
هيجل إلا العقل نفسه. 

فاللافائية في الرياضيات هي اسم يطلق على أي شي ء- كمية- 
لا يمكن أن يتصورها العقل, هذا السبب هناك العديد من الرياضيين 
من وقف ضد فكرة اللافهائية أو حت التفكير بما لأن ذلك يعيئ 
بالنسبة لهم غير كامل أو مكتمل - اللااكتمال- بينما يرى فريق آخخر 
على نما مفهوم كامل ومحدد ومن أنصار هذا المفهوم هو حورج 
كانتور» الذي تشكل محاولاته انعطافا حادا في تاريخ العلم وى نظرية 
اللانمائيات وما أتى به في الواقع ليس إلا ثورة حقيقية في عالم 
الرياضيات» لقد هذب اللانمائية وصقلها ثم وضعها ف عالم الممحدود 
والمحدد واليقين بدلا من عالم اللامحدود واللامعين لذا جاءت دراستنا 
هذه تاريخا حياته وإبرازا لأعماله . 

وهكذا حاءت نظرية كانتور لتكون تتويجا لأفكار عصره 
حول مسألة اللافمائية الي حجبها التأثير والتحليل الأرسطي الحضديق 
أغرقها في محيط اللا محدود واللامتعين. فاللافائية من و.بجهة نظر 
شارحها الأول أرسطو تكون غير مكتملة إطلاقاً فهي جهدية ومحتملة 
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فقط بينما يرى كانتور العكس تماما فهي أي اللاشائية تبرز عنله ف 
شكلين مختلفين» لامائية غير تامة» تتجاوز حدود الكميات فق الكبر 
والصغر ولكن تبقى فهائية وبمكن أن يقال عنها "متغير فهائي' وهذا ما 
يطلق علية "اللافائية الممكنة" عانه8قه1 لنامعامم والأحرى كمية 
تحددة» ثابتة يمكن تصورها ,عفاهيم مختلفة في المندسة وف نظرية 
الدوال بنقطة لاهائية في المستوى المر كب» هذه هي اللافائية 
الحقيقية 5 اتتتاعف: 
لقد أصبح كانتور واحدا من رواد رياضيي القرن التاسسع عشر 
بجانب رعاك ممممعنسط وهنكل اععادة8 وهارنك مم8 وبوس 
رعوند لرهتدزءع وز80 واغخرين الذين انصبت أعمالهم حول خصائص 
نقطة المجموعة )ع5 )مامط وآفاقها بالنسبة للتحليل الرياضي وكانت 
مساهمة كانتور متميزة وفي غاية الروعة. 
وانصبت أعماله حول تأسيس البناء الراسخ للأعداد اللانمائية الي 
أطلق عليها "الأعداد الموغلة" ولع ط اناه عألرته 22038548 واكانت موضصع 
نقاش وججدال شديدين منذ بدايتها ولذا كانت جهوده موبجهة 
بالفعل في الدفا ع عن هذه المفاهيم الجديدة وثم المحاولة الحادة في 
تطويرها ومن هذا المنطلق اتسمت أعماله بالجدة والأصالة والثورية. 
ويمكن أن يقال أن أكثر فروع الرياضيات الحديئة تعتبر 
نظرية ا مجموعات هويتها الأصلية الى تنطلق منها كأساسيات لفهم 
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موضوعائهاء وما التطور التاريخي لنظرية النمحموع ات الكانتورية إلا 
برهان عقلي لهذه الحقيقة. 
و السؤال المطروح حاليا» كيف تكون الموضوعية البمحردة الى تدنسب 
إلى النظرية العلمية الحديدة تؤثر على مطوري ومبدعي هذا الفرع من 
المعرفة؟ 

الإحابة طبعا ف غاية التعقيد المنطقي والابستيمولوحى وهذا 
ما حدث بالفعل في مضمون اللاهائية في الرياضيات النيّ ناضل 
كانتور من أجله ودافع عنه طوال حياته وعان الكثير وواجه معارضة 
شديدة من معاصريه الرياضيين بل وحين من الفلاسفة واللاهوتيين؛ 
جميعهم رفضوا فكرة اللانهائية الحقيقية ونبذوها تماما ولسنا نعلم لم 
هذا العداء ول هذه المعارضة ألم يعلموا أنه في يوم ما ستكون هناك 
تطبيقات لا تحصى هذه النظرية» أن ١‏ الخييق الاتتصيوور يتسيوف 
مرضهم الفكري البائت . 
الأعداد الصماء واشتقاق المجموعات : 

كانت أطروحة كانتور لعام 7 الي كتبها في جامعة برلين 
تحت إشراف كل من: كومر عفرو وكرونكسر ه16 تتعلق 
نيال شاقة ف نظرية الأعداد ذلك الفرع الذي لم يثر حماسه لنظرية 
أججموعات ورغبته فيها. ففي عام 1869 ترك برلين ليشغل م: 
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أستاذ يجامعة هاله 11116 وهناك وجد زميله إدورد هاينه ممزمكة.18 
الذى كان يبحث فى مشكلة تتعلق حول نظرية المتواليات المثلثية . 

لقد اعترف هاينه بكفاءة وقدرة كانتور العلمية والرياضية ووجحد 
فيه العزم الصادق كي يتناول موضوعا كهذاء وبالفعل شجعه وألح 
عليه أن يعالح إحدى المسائل المهمة في التحليل الرياضي وهي: أن 
افتراض أية دالة ( احتيارية) يمكن قثيلها كمتوالية مثلثية ذات غنحخحط 
وحداني؟ 

استطاع هاينه ف عام 1870 أن يجيب عن جزء من هذه المشكلة 
وذلك بافتراض أن الدالة الاختيارية مستمرة أينما كانت» وبامثل 
فإن المتوالية المثلثية تكون تقاربية منتظمة أينما وجحدت. وكانت متثابرة 
وحماسة كانتور تدوران حول إيجاد الحل الحاسم لهذه النظرية وهو 
وحدانيتها ووع060ا210لآ. 

هذا ما انحزه كانتور بالفعل فى مبرهنة الأولى لعام 1870 ووحد 
من الضرورى أن يفترض أن المتوالية المثلثية تقاربية لجميع قيم (*). 
وف عام 71 نشر ملاحظة مختصرة تبين على أنه يمكن صيافة 
نظرية أخرى لقيم محددة ل (:) إما تمثيلا للدالة أو تخليا عن المتوالية 
التقاربية طالما يبقى مجموع النقط الاستثنائية محدودا أي فائيا . 

جاءت أهم إنخازات كانتور ف عام 2 عندما برهن بنجاح على 
أنه حين الأعداد اللانمائية من هذه الاستثناءات يمكن أن يسمح لها 
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طاما يمكن توزيعها بصورة محدودة و يمكن توضيح إثباقه الأخير 
بصورة مبسطة قدر الإمكان . لقد وحد كانتور نفسه مقتنعا كل 
الاقتناع بتطوير نظرية للأعداد الحقيقية وذلك عن طريق التعامل مع 
المجموعات اللافائية للنقط المستثناة الى في حوزته؛ منتقدا في ذلك 
الأعداد: الصماء باعتبارها "تماية" لسلسلة لاهائية من الأعناد 
الصحيحة. 

لنأحذ الأعداد الصحيحة(4) الى هي سلسلة من الأعناد 

بف...سية.رة, ,3 هذه المتوالية تخضع للشرط الآيّ لأي عد ةيده م و12 


مهما كان م كبيراء فإن المتباينةم] ات 1 حيث ع عدد صحيح 


صغير جدا ولكنه أكبر من الصفر. ا المتوالية الي 
تحقق الشرط " بالمتوالية الأساسية" ويقال أيضا إهُا ذات فاية محدودة 
(5) و على المحموعات (0) المرتبطة بالمتوالية اللانحائية دح بالرمز 8. 
أي غددان 6 و'ط معرفان بالمتوالية ه و 2 يقال أنهما متساويتان 
"210 إذا- حجان وده يؤول إلى كمية صغيرة جداهي () 
وتكون فى ازدياد مستمر بلا حدود . اعتير كانتور المتوالية اللاهائية 
لعناصر 18 ب 5...., ,6,6 و لكل متوالية أساسية «ط يو جد 
عدد مرتيظ با عو هاهكذا الطلق كاتورءمن هذه اللذافية ارك 
رتب أعلى من » . 
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استطاع كانتور أن يجعل أعدادا أخرى من 8 وهء باس تخدام 
المتواليات اللامائية وعلى نفس النمط السابق توصل إلى رتب 
أحرى أعلى درحة - رتب متزايدة- ولكن المشكلة الى واجهته قي 
تحديد الأعداد الحقيقية المتمثلة بنقط الخط المستقيم ؟ من الواضح جدا 
إن أية نقطة على الخط المستقيم تناظر أو تطابق عددا حقيقيا ولكن 
السؤال هنا أي عدد من 8 يناظر نقطة على الخط الستقيه؟ لذا 
استدعى كانتور البدهية الآتية: لكل عدد حقيقي تناظره نقطة محددة 
على الخط المستقيم حيث تكون إحداثيتها تساوي العدد نفسه . 

وقبل هاية عام 1873 استطاع كانتور أن يكتشف السر 
الكامن وراء طبيعة مسألة الاستمرارية» ففي عام 1874 نشر نظرية 
هامة فى المحلة الدورية كريله ءاامت تنص على : إن مجموعة الأعداد 
الحقيقة ‏ لا يمكنها أن تكافيع/ تناظر واحد-إلى-واحد مع الأعداد 
الطبيعية 71. 

وبتعبير آخر فإن المجموعةج غير قابلة للعد إذك عاطممعمسمعل-0هم 

ويمكن إثبات نظرية كانتور بالخطوات الاتية: 
لنفرض أن الأعداد الحقيقية ( ه ) قابلة للعد - أى يمكن وضعها 
على صورة تناظر واحد- إلى - واحد مع الأعداد الطبيعية 
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واف أية فتره مقفلة [ 5,ه ] تنتمي إلى 8 يمكن الحصول على عند 
حقيقي 1 في © وبالرموز فإن 8 © 1 
وإن لا يمكن وضعها ضمن المتوالية © 
لنفرض أن 8> مع ولناضة أ عدديين يف يكونا ضمة الفبترة 
المقفلة [طبه] ولنرمز إليهما ب ه و“( » فهذا بالتالي يشكل فترة أخحرى 
ولتكن [:20,5] وبالاستمرار على هذا النحو » توصصل كاتور إلى 
متوالية من الفترات المقفلة أطلق عليها الفترات العشية [1216202 265160 
وهى على صورة |[ ”6”,5] حيث ”4 , ”م 
أول عددبين من المتوالية (1) يدحلان ضمن الفترة ا تي : 
فإذا كان عدد الفترات متناهياء فإنه على الأغلب هناك عدد واحد 
بمكن أن تحتويه الفترة | ",”ه| . 

وببساطة يكن أن يستنتج أن العدد ص المأخوذ من الفترة غير 
مدرج ضمن قائمه المتوالية (1) فأي عدد حقيقي ينتمي إلى الفترة 
المقفلة | ”2, ”| سيفي بالغرض طلما لا يمثل العدد الأدن المذديل في 
المتوالية(1) . 
وبصورة أحرى إذا كان عدد الفترات [ ”2,”م|غير نهائي فإن حدل 
كانتور ينتقل إذا إلى مفهوم النهاية حيث أي المتوالية 


"دنب "8 'وره لا تتزايد بدون حدود + ولكنها غخضورة مسن 
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[ ”5,”#| ويمكن اقتراح حد أعلى يرمز له [*6) وباثل بالنسية 
للمتوالية ”ط....,"ط,'طرق يمكن أن نحدد لما حداً أدن “م 

حيث “ش > ”4 (الحد الأعلى أصغر من الحد الأدق »كما المحال 
() فى عال النهايات » أي عدد حقيقي ينتمي إلى ( *47,5) فأنه 
يكفي أن نأي بالضرورة بعدد حقيقي غير مدرج في المتوالية (1) . 
ومهما يكن من الأمر فإن “مح ”0 . 

لقد أقترح كاتتور على أن العدد الحقيقي يٌٍّ يساوي ,”م 
الذي ليس بعنصر في المتوالية (1) وكما أفترض أن + ضمن الفترة 
| ,”6 وهذا نقيض لا تم البرهنة عليه» ويستنتج على أن بجموعة 
الأعداد الحقيقية (©) غير قابلة للعدد . 
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اللانهائية عند كانتور 
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اللانهائية عند كانتور 


1 إنني أراها ولكنذ : نٍِ أصدقها 0 
كتب كانتور إلى ديد كن 


تعتبر نظرية المجموعات والأعداد الموغلة أحد الإبداعات 
والإنحازات الرئيسة بل والمتميزة في أعمال كانتور تحديداً وفي تاريخ 
الرياضيات وفلسفتها بصورة أعم . وتعتبر أبحاث كانتور الأولى والتي هي 
سلسلة من الدراسات» بدأ مسارها منذ عام 1870 وكان محورها يدور 
حول المتسلسلات المثلثية. ولقد كان تحليل الدوال هو الحافز الذي دفع 
كانتور إلى فكرة " مجموعة النقط" ؛هو:«زوط ومن ثم إلى اكتشافه الخالد" 
الأعداد الموغلة" أي أعداد ما وراء المنتهي. 
لقد كانت أعمال كانتور المبكرة منصبة حول متسلسلات فورييه 
همه رونعناهظ وهى المتسلسة المثلثية الى يمكن التعبير عنها بالصورة 
التالية: 
عتنص)طاة رط + (هم)ومه م3 2 + امة 1/2 <] 


+ 2ص1كى يوط + 052 وق + عاطزو بط + غاومء 3 + 30 1/2 - 


حيث ..2م ]6 مط 32م 31 30 أعداد ثابتة تسمى معامللات 


فورببه. وتستخحدم هذه المتسلسلة لتمثيل أو تقريب أية دالة دورية 
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(دورقاء2) وحيدة القيمة وذلك عن طريق ديد قيم مناسبة للمعامللات. 
ومعاملات فوربيه هى : 


0ه عل سدم («)؟ [ 1/5 د ره 


1-1 >تل (عتم)صزة (1)2 [ 1/2 عورا 


و1 هذه ناتحة عن الدالة (غ) + ومعاملاتًا أو مع أي معاملات أخصرى؛ 
ومكن أيضا دراسة تقاريما ! الذي يؤول إلى فاية الدالة. فإذا تقاربت 
مثلا المتسلساتان إلى نفس الدالة عند أية نقطة فلتكن : في الفترة (0,276) 
فإن الفرق بينهما يول إلى دالة صفرية (0>-(2) 4). والمشكلة الى كانت 
مطروحة أمام كانتور هي كيفية إثبات أن المتسلسلة المذكورة وحدانية؟2. 

في عام 1829 نشر درشلت 11116166 (1859-1805) مقالا حول 
تقاربية متسلسلة فورييه وكانت أبحاث فورييه وقتذاك تتعلق مموضوع 
التوصل الحراري وعن طريقها توصل إلى أن أية دوال معطاة (اختيارية) 
فإنه يمكن تمثيلها .كتسلسلات مثلثية ذات معاملات من نمط خاص عرفت 
فيما بعد ' .متسلسلة فورييه". 





أمتسلسلة تقاربية 561165 00816186111 :تكون المتسلسلة تقاربية إذا كان مجموع 
حدودها متقاربا عند حد ما أي تتقارب المتسلسة إلى بجموعها المحدد وليكن ,]1 إذا كان 
لد التوني للمتوالية المكوفة من لجاميع المزئية لحدود المتسلسلة هي ..] 

11010112655 هي المتسلسلة الي تؤول إلى فهاية واحدة فقط على مدى فترة محددة . 
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وعلى خطى فورييه طور كوشي 011 نتائج عدة على طريقته 
الخاصة ولكن ذلك لم يقنع درشلت لأن الأخير كان متحمسا لإيجاد 
القاعدة الصلبة والمتميزة لتلك المتسلسلة. وبرهن كوشي على أن حدود 
المتسلسلة تتناقص وتشكل متسلسلة تقاربية. 

ففي عام 0 أنحر كانتور أولى نتائجه المتعلقة بوحدانية الدالة؛ 
وهي» إذا كانت الدالة متصلة في فترة ماء فإن تمثيلها بوساطة المتسلسلات 
لمثلثية يكون وحدانيا. أما أعماله الأرى فكانت تدور حول متطايبات 
الدالة الى يجب أن تكون متصلة على مدى الفترة. 

لقد بحث كانتور عام 1872 قضايا أكثر تعميما لنتائبجه حول 
نظرية الوحدانية قادته إلى اكتشاف تتائج مهمة وهكذا تركزت أعماله 
في العام المذكور حول اقتراب 1 إلى دالة صفرية عند أية نقطة في الفترة 
20,210 أما تشخيصه الدقيق هذه المسألة فدفعته إلى صياغة نظرية 
حكمة وصارمة حول الأعداد النسبية(المنطقة) وبالذات عندما واجهتعه 
مسألة المجموعة الي تحتوي على عناصر لافمائية (أي أعداد لامائية من 
النقط). 

وهكذا استطاع كانتور أن يتوصل إلى المتتاليات الرتبية أو رتب 
للمتواليات» فا ممجموعة (لل) للمتتالية الأساسية هي تلك المتتاليات للأعداد 
النسبية ( ...,1,2,3- 2 8 -8 ) هذه المتوالية تقترب طبعا من معيار 
كوشي لإاعناة 60 الذي ينص على أن أية قيمة صغيرة محلدة مهما 
كانت قيمتها شرط أن تكون أكبر من الصفر ( 0 <ع) فإن القيمة المطلقة 
للفرق بينهما سيكون اصغر من تلك القيمة 8 و بالرموز © |6- | حيث 


0 < ع وحيث 2[ 0 أعداد صحيحة . 
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لقد أعطت دراسات كانتور حول المتسلسلات المثلثية بعدا آخر في 
مسار عمله بل تحر لا أيضا في أفكاره؛ حيث شرع في التركسيز على 
العلاقات الموحودة بين نقط الاتصال ناهيك عن المتسلسلات نفسها. 
وكانت هذه خطوة رائعة في تقدم عمله وحاصة وصفه الدقيق مجموعة 
النقط اللافهائية و الذي كان التحليل الرياضي معوله الأساسي في مسألة 
اتصال نقط الإحداثي السيئ. لذا اعتبرها كانتور بدهيات (موضوعة)) 
فأية نقطة على الخط المتصل يناظرها عدد هذا العدد حقيقي - كي يمكن 
ميزه عن الأعداد التخيلية- وبالمثل أي عدد حقيقي تناظره نقطة على 
الخط المستقيم. 

إن الوصف الدقيق لمفهوم اتصال نقط الخط المستقيم و ارتباطله 
بنسق الأعداد الحقيقية الخاضع بدأ " التكافق" أو المطابقة واحد إلى واحد 
يعتبر أحد إنحازات كانتور المهمة في بحوثه المنشورة عام 1872 . 
و لكن العوائق الرئيسة حول نظرية الأعداد الحقيقية هي وحود أعداد مثل 
و32 وال يطلق عليها الأعداد غير المنطقة أو الصماء (خلافاً لالع داد 
المنطقة أو النسبية الي يمكن وضعها على صورة اله حيث ط لا تساوي 
الصفر). 

وداء على اقتراح. كارل فيرشتراس أستاذه ف جامعة برلين توصل 
كانتور إلى أن الأعداد الصماء يمكن تثيلها .كتوالية/ متسلسلة لانهائية مسن 
الأعداد المنطقة. فعلى سبيل المثال الحذر التربيعي للعدد اثنين 2 وككن 
وضعه على الصورة التالية: 1.41 , 1.4 ,1 وهكذا وعلى السياق 
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نفسه يمكن اعتبار جميع الأعداد الصماء نقاط هندسية على خط الأعناد 
الحقيقية مثل الأعداد المنطقة . 

رغم مزايا المنحى الكانتوري المفعم بالمنطق المحرد إلا أنه يبدو شاقا 
على بعض الرياضيين الذين رفضوا الاستسلام إلى هذا المنطق الحديد لأنه 
يفترض مسبقا وجود بمجموعات أو متواليات من الأعداد تحوي على 
عناصر لاقائية. 

لى يكن كانتور آنذاك هو الوحيد الذي انكب على دراسة مسألة 
الاتصال بل هناك الكثير ومن بينهم زميله الرياضي الألماني ريتشارد 
ديدكن 0مك1.1201 . ففي عام 1872 نشر ديدكن تحليلا حول هذه 
المسألة الى اعتمدت أساسا على المجموعات اللافائية ومن خلالها 
صرح ديدكن بالفكرة الى ساهم كانتور فيها مساهمة حبارة وأشاد يما. 

فالخط المستقيم يحتوى على نقط لافهائية فهو أكثر عددا من محجال 
الأعداد المنطقة(النسبية)» فإذا أحذنا مثلا توزيع النقط على جزء صغير من 
الخط المستقيم تناظره (تكافؤه) نقط الأعداد المذكورة أو النتققط 
الصحيحة بغض النظر عن طول هذا الخط أو ذاك فهناك في الواقع أعداد 
لانهائية من النقط. وخلاصة ملاحظة ديدكن هو أنه بالرغم من كثافة 
النتقط الصحيحة 0105م 810281+ على الخط نفسه فهناك مجال لحصر 
أعداد لانائية من النقط الصحيحة والنقط غير الصحيحة 172000081 مثل 
2 الذي يقع بين الأعداد الصحيحل! المنطقة) . 

وهذا بالطبع يترك فراغا وهذا الفراغ سيعرقل عملية الاتصال وعندئذ 

لن نحصل على الاستمرارية كما سبق وصفها . 
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ا 1 ا | 5 3 2 1 ٠.‏ 
اك خض ابداى صرحه ديد 5 حال م: الشوائيب بآ يشدم لنا فهيما 
و . يي 5 0 


الى جحةع منها أداا مأ 6 ب 
ع ن - لي 2 - 9 
1 الاعماة 55 1 < 0 ع 5 اكه 1 كه 7 لك ١‏ 11 2 5 
لا حا ب ن الشقه ل املحى أنتصا سر م جموعة الأعداد للاكائية 
ا وي ا أعا عذاءا | - 
عقر جاء ت مساشمة كاك ؛ تد ٠‏ هذه المسأاة الت تشا تت ة عا 
5-0 5 2 حورل 3-6 لي سر حب هب 5 


4 ني اعسة الرياضية 22261882016 11820 7106 016 ل [و صنو1 


عا 


201 مع )3 1ب ا تسمى ايضا لقمتناهز 59 0111 وهى إاحدى 
الموا ضاق أ م قد وذات الصيت أححسب - أنذاك, 


ستخدل م كاثورر ألاداة الى سيد رها فر سجاليلية 10انلة 0 و يدض 


2 - لين 


” 5 ع 3 
١‏ ِ 1 سام 5 0 5 
رة إن ١‏ بد-اي تطابق عناص اجموعة الاولى ملعم 
5 
3 3 
5 اعدو اق ا لع 1 : ١‏ 
كير 5 59 حرق 0 2 اي 2 0 2 عن كُلتيج 


استطاع كانتور أن يوضح لنا طريقة بارعة حول هذه المعضلة» حيث 
إن مجموعة الأعداد المنطقة تتطابق أو تكافؤ مجموعة الأعداد الصحيحة. 
فأي مجموعة من مجموعات النظام العددي يمكن وضعها على صورة 
واحد إلى واحد مع مجموعة الأعداد الكلية 5زءطصتناه 1778016 عندئذ 
يقال إن المجموعة قابلة للعد 6ع 106221112612516 . 

أثبت كانتور أنه لا يوحد تطابق بين نقط الخط المستقيم و مجموعة 
الأعداد الكلية أي عندما لا يتحقق شرط المطابقة يقال على أن المجموعة 
غير قابلة للعد 816 دمنامء7]1020 وبرهان هذه القضية بالغ التعقيد وتم 
نشره عام 1874 ولسنا بصدد ذكره هنا . 

و لكن الذي يمكن أن ندلي به في هذا الخنصوص هو ما حاء في 
أعمال كانتور لعام 1891 حيث استهل برهان تلك المسألة بو جود 
تطابق تكافو بين مجموعة الأعداد الحقيقية وبجموعة الأعداد المنطقة 
(النسبية) و خحطوات البرهان تدور حول إثبات الافتراض نفسه الذي 
يؤدى إلى تناقض- أي لا يوحد تكافؤ بين اجموعتين- ومن ثم فإن 
الافتراض الأساسي خاطئ لذا فإن التناظر سيكون مستحيلاً . 
والآن لنرى كيف صاغ كانتور نظريته الي اعتمدت أساسا على الميداً 
الرياضي المعروف بالاستقراء . والنظرية في حد ذاتها بسيطة من حيث 
الفكرة ومعقدة وطويلة من حيث المضمون؛ ولنبدأ جولتنا مع الأعداد 
الترتيبية أو المرتبة والمقصود بما هي الأعداد ال عندما نحدد الأول منهاء ثم 
الثاني والثالث والرابع وهكذا. 

هناك طريقتان للحصول على الأعداد الترتيبية: 
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أولا: إذا كان العدد الترتيي هو 2 فإنه يمكن الحصول على العدد الآخر 
الذي يليه وذلك بإضافة العدد 1 فقط ( أي 1+ه ). 
ثانيا : إذا كان لدينا متوالية معينة ذات رتب تزايدية» فإنه مككن إيحاد 
العدد الترتيي الأخير هذه المتوالية والذي هو أكبر من جميع الأعداد ال 
تسبقه» ويعبر عنه بنهاية 8 ( 8 10[[ ). 

العدد الترتييي الأول هو الصفر وباستخدام الطريقة الأولى نحصل 
على: 0,1,2,3,....1 »؛ وباستخدام الطريقة الثانية وذلك لإيجاد غاية 1 
(2 لقا ) تحصل على العدد الترتييي الأخير 0 و هو الحرف الأخير في 
الأبحدية اليونانية و يلفظ أوميجاء فيكون لدينا إِذن © ...,م ...,0,1,2,3 
وباستخدام الطريقة الأو لى محصل على: ..,2-+1,00-+0,1,2,3,....11,..00,00 
وباستخدام الطريقة الثانية 0+0 ذا نحصل على 0+0 أو 0.2 . 

والسؤال الذي ريما ييدو غرييا هنا هو لم فاية ن +© و 00 +تن و م 
كيدها متجاوية؟ خباك فى الواقع طريقة واحدة ف اتعريق جع ويسم م 
ضرب الأعداد الترتيبية اللآافاتية كينا هو الخال مع الامجو اد اطبيحا: 
النهائية. و يمكن شرح ذلك بإيجاز كالآي: 

يمكن الحصول على العدد الترتيي دالجج عن طريق عملية العد حت 
نصل إلى 8 وبالمئل نعد أيضا حي نصل إلى 8 بينما العدد الترتييسي 3.8 
يمكن إيجاده بالعد حق 2 و 8 مضروبا في الصفء أي أن إييهاده هو 
الالتزام ب 6 وتصور هج في آن واحد ممثلا تلك كمجموعة ترتيبية ولتكن» 
1 و من خلال عملية التحريد يتم الحصول على العدد الترتيي 
.-]8: أما ف حالة الأعداد الترتيبية النهائية فيمكن تطبي ق القاعدة 
التبديلية (وهي الي تنص على أن النتيجة واحدة بغض النظر عن تريب 
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المتغيرات فمثلا عملية الجمع تبديلية ولكن عمليه الطصرح غير تبديلية أي 
0+8 عدط+ ج ولكن 5 2-6 6-2 و لكن ف عالم اللانمائيات فهذه القاعدة 
لا طائل منهاء وهكذا فإن 1+00 هو عبارة عن 0 نفسه ولكن 0+1 
هو عدد آخر يلي 0 . 
فمثلا 600 حع 2...+242+2 -2.0 

0+0 - ن + 0 - 0.2 
2 عبارة عن زوج من الاميجا معأء الأولى بعد الأخرى والذي يعطى 
الترتيب 00+00 ولكن 2.0 عبارة عن اثنيين أميجا واحد تلو الآحطر 
الذي يعطي العدد الترتيي المطلوب وهو «» . 

و باستخدام القاعدة الثانية المذكورة آنفاً وبالاستمرار على النحو 
نفسه نحصل على الآني: 

...1+ 00.2 ,0.2 , 2+© , 1+© ,هن و12 ,0 

وواضح جداً بأن ( ه+ 0.2 )0هذ[ وهو (0 + 00.2 ويطلق عليه 0.3 
وبالاستمرار نصل إلى 00.5 حيث 2 هو عدد محدد. باستخدام القاعدة 
الثانية نصوع (2.ه )52ز[ وهى عبارة عن طب ق الأصل © أي 0.0 
وتعرف ايضا 00 وهكذا نصل إلى ©2....,03,004,00ن0 و00 ليس إلا 
البداية ويطلق عليه عادة ع ويلفظ إيسلون صفر ع وهو أحد حروف 
الأبحدية اليونانية . 


وعكن إيجاز النظرية بالصورة الآتية : 
1 ع1 00.3 ,040.3 ل مم و ع 40.2002 187 ل 0 م مو[ ع 00,00 ,1ل لحمل 0,12 
0 000 و 03 71 002 17 علد 0777 ل © 9 .. ...71م حل 00772 
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وبعد هذه الأعداد الترتيبية نصل إلى 


والآن لنأحذ الأعداد الكاردنالية 080188© (الأصلانية) الي تتجاوز 
الأعداد المذكورة سابقاء نذكر أوها العدد 8 الذي بمثل رتبة من الأعداد 
اللائهائية يكون اكبر من 00 وأكبر أيضا من 00+00 بينماو# هو 0 
ويعرف العدد الأصلان عادة بالآق: يقال لأي عددين رتبيين ل و8 هما 
نفس "الأصلانية" إذا كان هناك تناظر واحد-إلى-واحد من إلى 8. 

و5 هو أول عدد ترتييبسى (رتبي) ذو أصلانية أكبر من 0) ولا 
يمكن لعناصره أن تناظر واحد إلى واحد عناصر 60. وبصورة عامة يقال 
للعدد الرتبي ل عدد أصلان إذا لا توجد له نفس الأصلانية 

أما بالنسبة لفكرة العدد الأصلان (القياسي) "الاومكين تفريينها 
بالنسبة للمجموعات غير المنتهية ولكن يمكن إدراكها عن طريق الحدس 
والإاحساس, أنما علاقة تكافو واليّ بدورها تقس ملمحموعات إلى 
صفوف تكافؤ كل صف له مقياس معين لا نستطيع تعريفه ولكن ندرك 
أن مقياس المجموعة 71 يختلف عن مقياس المجموعة +1 ولذلك يمكن وصف 
فكرة العدد القياسي بالفرضية التالية: أولاء لكل مجموعة ل يوجد عدد :0 
يسمى العدد القياسي للمجموعة كه ويرمز له |)4|- © ويسمى كذلك 
مقياس اججموعة ل . 
ثانيا: 0 م © 0 - إز و إذا كانت ]7 -لم بحيث أن [( عم فإن 
ه > |ه | حش أي أن مقياس المجموعةج 71[ هو عدد عناصرها 2. 
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النا: إذا كانت ل و 8 أي مجموعتين فإن 8 - 4 |8| > || وبصورة 
عامة فإن جميع الأعداد الطبيعية هي أصلانية في حد ذاقاء فهذه الأعناد 
تسمى أعداد أصلانية منتهية لأنه توحد أعداد أخرى غير منتهية وتسمى 
بالأعداد الموغلة أو ما وراء المنتهية 3. وبنفس الطريقة السابقة نخصل 
على رتب من ألف » أوها م8 و ثانيها ,8# وهكذا نحصل على أنواع 
كثيرة مرتبة ترتيبا تصاعديا : 
لفينتا 2 0 2 ا 0 0 د 0 و 
ويمكن أن نتصور عددا آحر هو 0 حيث و# -0 

والسؤال المطروح هناء هل توحد فاية لهذه الأعداد؟ الإحابة بالنفي 
طبعا لأننا في عالم اللافائيات حيث توحد هناك في فاية المطضاف 
اللافائية المطلقة والي يعبر عنها بالرمز اليوناني 52 وهذه بالتأكيد 
يصعب تصورها ووصفها أيضا . 

وهذه اللانائية هي مطلقة بطبيعتها ولا يمكن إدراكها أو معرفتها حسيا 
أو منطقياء وبوجه عام هي اللانمائية الى يتتحدث عنها غالبية الناس أي 
عبارة عن شيء ليست له حدود ولا يمكن سبر غوره . 

وسؤال آخرء يخطر على بالنا» هل المجموعات اللاقائية متساوية؟ وهل 
كل المجموعات اللافمائية ذات حجم واحد ؟ 

الإحابة بالتأكيد ستكون غريبة جداء لأففا ستحلق بنا إلى منطق 
آخر قد لا يتقبله عامة الناس لصعوبة تصوره . فهناك قي الواقع رتب بل 
درحات متسلسلة من اللانمائيات» الأولى أصغر حجما من الثانية والثانية 


اصغر من الثالئة وهكذا ب8 > ي#8 > را 





3 د. محمود كتكت: نظرية المجموعات 
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وهذا التصور يقودنا إلى أن اللانمائيات جميعها غير متساوية حلافا لما 
كان يعتقد به قبل كانتور» فهذا المفهوم بحد ذاته ضربة قاصمة لكل 
الأفكار الأرسطية وما تبعها . 


أما حساب الأعداد اللانمائية فهو كالتالي بالنسبة إلى الجمع والضرب: 
م8 ع 1 +جىة 
م + مح ث8 حمس 
لحي ال ا 


وى #8 «دمم 

فمجموعة الأعداد الموجبة و مجموعة الأعداد السالبة و مجموعة الأعناد 
النسبية ومجموعة الأعداد الأولية جميعها متساوية أي ذات حجم واحد هو 
. 

ولقد برهن كانتور أن بجموعة الأعداد الحقيقية هي بالتأكيد غير 
مساوية م8 بل أكبر حجما منها. فهل الأمر كذلك مع الأعداد 
اللافائية الأخرى ؟ بالرغم من جميع المحاولات الب بذها كانتور من 
أجل إيجاد جحواب مؤ كد لهذه المسألة إلا أن الأمر قاده أخيراً أن يطلق على 
تللق مسألة الاتصال" أو 'فرضية الاتصلل" 15وع ]0م119 تتناستامه©. 
وتنص الفرضية على أن مجموعة الأعداد الطبيعية هي ذات عدد أصلاني 
و وقوًا (قوة المجموعة) تساوي #50 ويرمز هما( © ) وهو العدد 
الأصلانئ مجموعة الأعداد الحقيقية؛ وتقترح هذه الفرضية أيضا على أنه لا 
يوحد عدد أصلاني لانهائي بين ,8 و © . 
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و هناك تعميم حول فرضية الاتصال وهو أن العدد الأصلان ,8# 
يعتبر أصغر الأعداد الأصلانية وأن 8 هو عدد تال أي أكبر من 
وهكذا كل من م 8 و 3 يرتبطان بالصيغة الرياضية م . 
وفكرة العدد 2 جاءت كالتالي: 

لنفرض مجموعة تتكون من عنصرين اثنين ( 0 ,8 ] فإنه يمكن ايحاد 
[ 32,5 , (ط) , (8) 

وإذا كانت المجموعة تتكون من ثلاثة عناصر ( ع,ط,48 فإنه عككن 
إيحاد مجموعات حزئية من المجموعة نفسها ويكون عددها عندئذ ثمانني 
مجموعات وهي © (ع,ط,3) , (ع,ط) , (عية] , (8,0) ,(6) ى [(0] , (8) 
حيث يثل العدد اثنين أساسا مما وبالمثل لأية مجموعة أحرى. ومن هذا 
الأساس برهن كانتور على وحود رتب من اللافهائيات . 

لقد كان مفهوم "قوة المجموعة" إحدى المسائل الي شغلت بال كانتور 
كثيرا وقادته إلى صياغة فرضيتين حول طبيعة المادة والأثير ومن هذا 
المنطلق استعار المصطلح الليبشري 212182طأع.آ وطرح السؤالين التاليين: 
ما هي قوة المجموعة ]أع!ا8 23120 لجميع المونودات 181028205 ( ذرات 
المادة عند ليبكرز) المادية ؟ و ماهى قوة المجموعة لجميع المونودات الف 
تكون أثيرا ؟ 

أحاب كانتور بالنسبة إلى مجموعة المونودات المادية وهى القوة الأولى 
أما المونودات الأثيرية فهي القوة الثانية وزعم أيضا بأن هناك عدة أسباب 
تدعم هذه النظرية ولكنه لم يفصح عن واحدا منها آنذاك بل اكتفى 


63 


111 عكن تطبيقها وستكون ذات أهمية في الحقلين الرياضي 
والفيزيائي ومن ثم ستعالح قضايا كثيرة حول الظواهر الفيزيائية. 

لقد وحد كانتور موضوعية مشاية للأعداد الموغلة في العالى المادي؛ 
فهذا التحقيق تم إنحخازه على أساس اللاهسائية الحقيقية مجموعات 
المونودات الأثيرية أو العينية( المادية) الي ور هده سكاس اد 
إن تطبيقاتا أي الأعداد الموغلة في العالم الطبيعي هو إثبات مباشسر 
لوجودها الحقيقي. 

وهناك منحى آخر استخدم فيه منطق كرونكر وهو كون ما تتمتع 
الأعداد الصحيحة من واقع ملموس فالأمر كذلك بالنسبة لتلك الأعداد . 
وهناك سبب آخر دفع كانتور ليحصن أعداده الموفلة من منطلق 
المجموعات اللافمائية المطلقة» معئ آخر مى تم وحود المطلق يحموعات 
اللانفائية» فإن هذه الأعداد ليست إلا نتيجة مباشرة لها ومين قبلنا بوجود 
المجموعات اللانمائية فإن مسألة الأعداد الموغلة ستكون هي الأخرى نتيجة 
قارو مكذ أعاد كاتقو نر تقتخطنها اكت اننمز ديع توضع ” اعنجيرا إلى أن 
هذه الأعداد ءءء أعدادا لانسبية +حديدة أي أن مصيرها كب الأاعذداة 
الصماء ( غير النسبية أو غير المنطقة). 

و كما يقول "إن الأعداد الموغلة في غاية الأمر أعداد لا نسبية جديدة 
وأن الأعداد الصماء النهائية مشاقة لما تماما-الأعداد الموغلة-» ورتما 
اقترح من حيث المبدأ بأنها شبيهة بالطريقة الى وصفتها آنفا ف تعريف 
الأعداد الوغلة وأث المرع هنا يو كد إنها ترقبظ ارقاظا عيسنها بالأعداد 
الصماء النهائية فهي متشاية تماما في معظم خصائصها الجوهرية" وهكذا 
أعاد كانتور الاعتبار الموضوعي لهذه الأعداد . 


فقد أعلن ديفيد هلبرت في المؤتمر العالمي للرياضيات عام 1900 الذي 
عقّد فى باريس أن هذه المعضلة -الأعداد الموغلة - لابد وأن تكون ضمن 
أوليات المسائل الى يحب مناقشتها في هذا المؤتمر بل يجب أن تكون مقدمة 
على غيرها لأنه أي هلبرت كان يرى فيها تحديا كبيرا لأهميتها القصوى. 

ثمة نتائج إيجابية توصل إليها الرياضي والمنطقي كورت جودل ختناءا 
00061 ف عام 1938 مستخدما أسلوبا جديدا في اللنطق الرياضي 
معتمدا على مسلمات زبرميلو- فرنكل [ععلم2-ه[عصدع2 وهو أنه من 
محال كليا إثبات أن جموعة الأعداد الحقيقية لا تساوي #» وهذا لم يعط 
حلا كاملا لأن المسلمات وحدها لا تكفى بالرغم من وجود نتائج تبرهن 
صحة وصدق فرضية الاتصال (سيتم مناقشة هذا الجانب في الفصل 
اللاحق). 


065 
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اللانهائية بعد كانتور او اللاكانتورية 


' لقد جعلتني لانهائياء تلك هى لذتك" 
طاغور 
يحاول الباحث فى هذا الفصل أن يغطى أولاً مسألة 
"المفارقات' وع:02060ة2 أو "المخبيرات" (التاقض الفلاهري ) أي 
المتناقضات الموجودة في نظرية | مجموعات ثم يلقي الضوء على 
التحليل الرياضي اللامعياري وزوبزلههة لعددهة:5-د10< وهو الفرع الذي 
شق طريقه الرياضي الامريكي إبرامام ربنسون ب«مكهنهم8.8 ي 
ستينيات هذا القرن وتسمى نظريته هذه باللا كانتورية باعتبارها 
تحديداً وسداً لتغرات الكانتورية الى أهملت بل تحاهلت مفهوم 
اللاشائية قي الصغر . 
في الوقت الذي أرادت أن تكون الحندسة "اللااقليدية (هندسة 
بولاي - لبوتشفسكي) رداً وتصحيحاً لبعض مفاهيم الهندسة 
الإقليدية *» هذه الندسة الى سيطرت على الفكر الرياضي 
والفلسفي أكثر من ألفي عام ولاتزال تتمتع بتطبيقات شى. 
وكما جاءت | للاقليدية ثورة على المفاهيم الاقايدية: هكذا 
أرادت أن تكون اللاكانتورية الى تبنت التحليل اللامعياري 
(اللاقياسي) عوضاً عن التحليل المعياري الكلاسيكي الشائع .أما 
' الاقليدية: هي نسبة إلى الرياضي اليوناتي الشهير أقليدس 300ق.م تقريباً صاحب كتاب 
"الأصول" الذي يعتير بحق أحد المصادر الأساسية للعلم الرياضي. 
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جذور هذا التحليل فيمتد إلى أفكار الرياضي الألماني الشهير لييستر 
الذي توصل إلى علم حساب التفاضل والتكامل بصورة مستقلة 
عن إسحاق نيوتن . 

لقد وصف هلبرت وهو من كبار الرياضيين اللذين عشقوا 
النظرية الكانتورية بأنها فردوس رياضي يحب الاستمتاع به بل والعيش 
فيه» وليس باستطاعة أحد أن يسوقنا عنه» وكون أي فردوس لابد 
وأن تعيش فيه الثعابين والشياطين لذا يحب التخلص من هذه الآفات 
كق نظل الفركوين: هيما فالمفارقات ال سوف نتحدث عنها هي 
حمثابة تلك الثعابين الى يحب التخلص منهاء أي معي آخر إيجاد حلول 
لتلك المتناقضات . 

إن أحد تلك الاختلافات الي واحهت رياضيي الفردوس 

هي متناقضة بورالى -فوريٍ 8211-01 (1897) والثانية متناقضة 
فريجه-رسل إلء:ود-ووء,1 (1902) وأخيرا بالكذبة الإغريقية القيبهة 
الي يطلق عليها الكذوب عهذ] للبوجنسكي ناوهههه8 (1962) . 
لقد كان الفلاسفة قلقون حدا حول طبيعة المتنتاقضات أو المفارقات 
وبالتحديد حول مسألة إلغاء (إبطال) اللانمائية وذلك منذ الفترة ما 
قبل السقراطية الي بدأت عند حوضهم لمتناقضات اللافائية المتعددة . 
وكانت الحلول الى قدمها أرسطو هو الرفض المطلق للانمهائية 
الحقيقية و كذلك بالنسبة لرحال اللاهوت الذين اعتبروهما تحديا 
مباشرا لطبيعة الله اللامتناهية والمطلقة. 
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كان أعتقاد كانتور حول الذين رفضوا فكرة اللافائية في 
الرياضيات والفلسفة واللاهوت ناجماً عن خطأ شائع عند أرسطو 
وكذلك المدرسيين الذين التصقوا عبادئه ومنهجه عثابة نبراسا 
يستدلون به حقائقهم. وخلاصة الجدل كان يدور حول "إلغاء العدد" 
دونئةاطتدمف» فعلى سبيل المثال: العددان 8 » م كلاهما أكبر من 
الصفر و مجموعهما 8 > 8جه , 4< جم » فإذا كان 8 لانمائيا بغعض 
النظر عن ماهيته, فإن -ه -ه جم وهذا في حد ذاته نقيض لقاعدة 
الجمع الأساسية» لذا كان التصور حول اللانائية إلغاٌ بل إبطالاً 
لعدد لاهائي محددء من هذا المنطلق رفضت الأعداد اللانمائية باعتبارها 
أعدادا غير متناسقة لقدرتها على إزالة الأعداد النهائية . 
كان احتجاج كانتور حول هذه المسألة» بأن الأعداد اللامائية لا 
يجب بالضرورة أن تتمتع بنفس نحصائص الأعداد الحسابية النهائية؛ 
حيث برهن أن الأعداد اللانمائية يحب تطويعها أو تذيبها بالأعداد 
النهائية . والفارق الذي أدخله كانتور بين تلك الأعداد هو عدم 
حدوث عملية الالغاى» أى بين 0 و آخن يمحكن إضافة الأعداد 
النهائية إلى تلك اللانمائية دون حدوث إلغاء للعدد النهائي؛ لذا كان 
أرسطو عفطعاً في نظر كانتور من هذه الناحية . 
و هكذا أنحذ كانتور على عاتقه أعمال كبار مفكري القرن التامسع 
عشر» وأقترح على المرء الذي يريد سبر عالم اللانمائيات عليه الرجوع 
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والاستفادة من أعمال كبار الفلاسفة أمئال لوك عاءم1 وديكارت 
وسبينوزا وليبنتز . 

و كاتنت صرححة كانتور الفلسفية» هل اللافائية سؤال مس تحيل ؟ 
و كيف تكون اللانهائية محالة؟ بالنسبة إلى المفكرين مقفشل سبينوزا 
وليبنتزء فاللانئائية .جمعناها المطلق لا يمكن إدراكها كالخالق نفسهء وأية 
محاولة لإرساء الأسس لتحديدها دون الأحذ بالاعتبار التصور 
الجهدي (الممكن) فأمر مصيره الفشل . 

لقد كان كانتور معجباً بمحاولات بولزانو حول إثبات وشفرح 
مفارقات اللاهائية المتعددة» واستحداثه فكرة اللافائية الحقيقية لا 
تحدث أي تناقض في الرياضيات. وكان كتاب بولزانو" مفارقات 
اللاهائية" معطء 1 لدعم دعل معتنرملوموم الصادر ف عام 1 موضع 
ثناء وتبجيل لكانتور لكلا الحقلين الفلسفي والرياضي» حيث تعتبر 
السمات الرئيسة في أعمال بولزانو هي الحد الفاصل بين اللانمائيتين 
الجهدية والحقيقية . 

لقد شرح كانتور تفسيراته حول المتناقتضات قي رسائله المتبادلة 
مع ديد كن في صيف 1899؛ وكانت الأولى الى كتيها في الثالث من 
أغسطس ما هي إلا تكرارا لكل ما ورد في كتابه "الأسس" وهو 
أن الخطوات المؤلفة من # وأعداد الفئات اليّ تناظرها تبقى بالطبع 
دون حدوى أ لافائية. ولكن كانتور لم يأخذ بعين الاعتبار 
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وعندما أعاد اعتبار تلك المنظومة تأكد تماماً على أن المجموعة يجب أن 
تكون مرتبة تماماً وأن © يجب أن يناظرها نمط مرتب أيضاء فإذا 
كانت © من نط ق؛ فلابد أن تكون أكبر نمطأ من © وحيث إنفمها 
تحتوي على جميع الأنماط المرتبة» فقد تواجهنا صعوبة عندما نقول أن 
> . 

هناك شيء متأصل وغير بجاز في اعتبار © مجموعة متماسكة 
(متساوقة). لقد وضح كانتور موقفه تحاه ذلك في النظرية الآتية :" إن 
منظومة © لجميع الأعداد المرتبة هي لافائية تماما وبجموعة غير 
متماسكة" وبالمثل بالنسبة لمنظومة كر وهي يجموعة الأعداد الموغلة 
القياسية (الأصلانية): " تتكون منظومة من حتوي على منظومة 
شبيهة © أي لافائية وغير متماسكة. 

والسؤال المطروح هنا هل هناك عدد قياسي خارج المنظوم ة2)؛ 
بتعبير آخر هل هناك مجموعة قوتا ليست ألفا # ؟ لقد أحاب كانتور 
بالنفي طبعا. 
لقد كان البرهان الذي تقدم به كونك ونهدمع1 1.62 ق المؤتمر العلمي 
الثالث للرياضيات الذي عقد في هايدلبرج عام 1904 أحد تلك 
المفاحآت الكبيرة الي واحهها كانتور في حياته. كان موضوع برهانه 
الذي استهل فيه : 


59 ويلفظ تاف وهو أحد حروف الأبحدية العبرية. 
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" أن قوة الاسعمرازية لا يكن أن تكوث ألفا # مستخدما ف ذلك 
نتيجة بير نشتاين 5162م وبرهن زيرميلو فيما بعد خطأ كونك 
وبالذات عندما اعتمد على نتيجة بيرنشتاين الخاطئة وهذا ما تنب به 
كانتور وبه يعتبر اكتشاف زيرميلو بحق تخفيفا من حدة القبض 
الذي انتاب كانتور؛ وبات الأمر أخيراً على المخروج من هذا المأزق 


وان ادنار ع كي انكو دن قافا 


1. مفارقات / متناقضات النظرية الكانتورية : 

تقول نظرية كانتور: " إن الأعداد المرتبة اللامتناهية بيمكن أن 
متو امو عق امشو ين 1 خلا امهيا لفسا 
يوجد دائما عدد أقل من الآخر وأن أكبر الأعداد المرتبة اللامتناهية 
هو آخر سلسلة تلك الأعداد. 
يقول قورق: إذا أعنذنا تهذا العده الأخير طرنا وحيدا فق المقارتة لذ 
بد أن يكون وفقاً للنظرية نفسها- باعتباره عددا مرتبا لامتناهيا- أقل 
من عدد آحر لا نعلمه» إذن فأكبر الأعداد المرتبة اللامتناهية ليس 
أكبر الأعداد المرتبة اللامتناهية» وهذا تناقض في هذه النظرية". 
تقول نظرية كانتور:” فى العدد الأساسي المتناهي كل علد منته 
باعتباره ججموعة )عو أو فئة ووو[ لا يشتمل على ذاته كجزء منها. 
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ويقول رسل: إنه يمكن بيان أن عدد الأعداد المتناهمية كلها (أي 
بمجموعة كل المجاميع العددية) هو في أن واحد لا يشتمل ذاته ويشتمل 
ذاته أيضا كجزء من ذاته» وهذا تناقض . 
فهو لايشتمل على ذاته لأنه أكبرها وفقا للنظرية ولكنه أيضاً يشتمل 
على ذاته باعتباره مجموعة كغيره من امجاميع أي إحدى ابا ميع الى لا 
تشتمل على ذاتا 2 ". 

ويوضح رسل مفارقته بالمثال الآتي: هناك حلاق في القرية 
يقوم بحلق ذقون جميع الأفراد الذين لا يحلقون ذقوهم. والحلاق نفسه 
هو أحد أفراد القرية فهل يستطيع أن يحلق ذقنه أم لا؟ فإذا تم ذلك 
فقد أحل بالشرط الذي ينص على أنه يحلق الذين لا يحلقون وإذا لم 
يحلق ذقنه يخل أيضا لأنه لابد أن يحلق ذقون جميع الذين لا يحلقفون 
وهنا تبرز المشكلة !!! 

باختصار توصل رسل إلى مفارقته بالصياغة المنطقية وهي هل 
هناك إمكان وحود مجموعة تت تنتمي إلى نفسها وف الوقت نفس هلا 
تنتمي إليها ؟ 

هناك نوعان من اللافغائية» الأول هو لاغائية الأعداد الطبيعية (أو 
أية بجموعات أخرى تكافؤها) ويطلق على هذا النوع# الجمورعات 
والبي يكون عددها الأصلاني (القياسي) هوم# وتكون المجموعة قفي 





2 د محمد الفندي: فلسفة الرياضة» ص116. 
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هذه الحالة قابلة للعد ( فا بجموعة القابلة للعد هي تلك الم 
تناظر/تطابق واحد إلى واحد مجموعة الأعداد الطبيعية)» أما الالوع 
الآحر فهو الذي يمكن تمثيله بجزء من الخنط المستقيم أو أي حط 
آخر والعدد الأصلاني في هذه الحالة هو © وعادة يرمز هذا للاتصال 
أو الاستمراريةع فأي خط مستقيم يكون عدده الأصلان هوك والأمر 
ينطبق أيضا على أي شكل آخخر كالمستطيل في المستوى أو المكعب في 
الفراغ وح الفراغات (الفضاءات) اللا حدودة ذات الإحداثيات 
النونية . 

لقد أسس أرنست زيرميلو واومع5.2 في عام 1908 نظرية 
امجموعة البدهية (الا كسيوماتية) متخذا في ذلك مجموعة من البدهيات 
شبيهة بخصائص النقط والخطوط المستقيمة الى تحدث عنها أقليدس. 
أعتبر زيرميلو "المجموعة" شيئا غير محدد وغير معرف ولكنه يخضع 
لبدهيات معطاة . 

'تزعم زيرميلو حركة لتقويم ما أعوج من نظرية المجاميع» وذلك 
بتأسيسها على مسلمات».. وقد حاول هذا التيار تحاشى التقائض 
وذلك بإنشاء النظرية على أساس مسلمات تنتجها دون تناقض بين 
قضاياها فاستخراج زيرميلو مثلاً المسلمات المتضمنة لما عند كائتور 
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وأضاف إليها مسلمتين, مسلمة الأنتقاء ع6 ومس لمة الرد 
انط تع المع" 2. 
تنص مثلا مسلمة الرد: أية دالة من رتبة وغمط ماء تناظرها دالة أحرى 
من الرتبة الأولى ونفس النمط حيث تكافؤها شكليا. إيقال للدالتين 
بأنهما متكافئتين شكليا عندما تكون كلتهما صحيحتين أو كلتهما 
غير صحيحتين). 

لتتحدث مثلا عن 'بدهية الاختيار" ذه 04 0013:ة و تنص 
على: إذا كانت » هى مجموعة مكونة من مجموعات غير خالية 
...ب ,بم فإنه توجد مجموعة فلتكن 7 تحتوي على عنصر والحد 
على الاقل من تلك المجموعات. 

ورغم الدور الأساسي الذي تلعبه هذه البدهية فى نظرية 
امجموعات فإن بعض الرياضيين اتخذوا موقفا سلبيا تجاهها بل أصر 
البعض على نبذها بقدر المستطاع ويعزو السبب في ذلك إلى عدم 
التمكن من إثبات صحتها أو خطتها . 

ففي عام 1938 عالم كورت جودل 1.0006 المعروف " بنظرية 

اللااكتمال" حيث قام بتمحيص هذه البدهية تمحيصا دقيقا وتبين له 
بأن الخلل المزعوم ليس في بدهية الاختيار نفس ها بل في جميع 
البدهيات الأخرى» فهي بالتالي لا تختلف حذرياعن البدهيات 





7 المرجع نفسه ؛ ص 122 
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المتعارف عليها في نظرية المجموعات منوها إلى أن بدهية الاحتيار 
ليست بدرجة من الخطورة إذا ما قورنت بالبدهيات الأخحرى ما دام 
التناقض موجودا في نظرية المجموعات القياسية (المعيارية) فالأمر 
كذلك بالنسبة لنظرية النمحموعات المقيدة فالتناقض كامن فيها. 

تفن فرضية الاتضال الكاتورية غلى أنه ليس قة وجوه لوده 
أصلان لانهائي أكبر من * أو أصغر من © وبالرموز» فإذا كان 
عددا أصلانيا فإن بخن أو م# +0 

لقد برهن جودل أيضا أنه يمكن اتخاذ فرضية الاتصال كبدهية 
إضافية لنظرية المحموعات» فالإضافة إلى فرضية الاتصال والمجموعة 
المقيدة يؤديان إلى تناقض» .معن آخر أن التناقض كاامن في نظرية 
النمحموعات المقيدة والوصول إلى مثل هذا الاعتراف يعي إيحاد 
نصف حل لمعضلة كانتور» أي ليس برهانا على الفرضية: ولكنه 
برهان على عدم دحضها ومن وجهة نظر رياضيي القرن العشفرين 
كل من فرضية الاتصال والمجموعة المقيدة قابلا للتطبيق على العالم 
الفيزيائي و كلتيهما متناسقان . 

فالحقيقية الي توصل إليها جودل هي أن فرضية الاتصال لا يمكن 
دحضها وبالمثل لا يمكن إثباقا؛ رغم أن طموح جودل هو صياغفة 
عموذج لنظرية المجموعات المقيدة الى يمكن من حلاله البرهنة أن 
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بدهية الاحتبار وفرضية الاتصال ليستا إلا وجهين لعملة واحدة 
نظريتان فحسب. 
ففى عام 1963 تقدم شاب يبلغ من العمر التاسعة والعشرين من 
جامعة ستانفورد الأمريكية باقتراح حول مسألة الاتصال ولم تكن 
طبيعة الاقتراح أو الحل ثورياً فحسب بل الأسلوب الذي عو جحت فيه 
المسألة كان جديدا تماما منحت له جائزة فيلد 81614 العالمليية عام 
6. فهذه الجائزة هي أعلى تتويج علمي يكرم به الرياضيون 
وتعادل هذه تماما جائزة نوبل في الحقول الأخرى. كان هذا الشاب 
الرياضى الأمريكي بول كوهن معطاه0 إناهم . 

لقد كان الرياضيون قبل كوهن يواجهون مشكلة شاقة» وهى 
هل الجمل الرياضية صادقة أو غير صادقة؟ للتخلص من هذا 
المأزق» هناك احتمالان إما إثبات صحتها أو إثبات خحطئها؟ 

ولكن الاقتراح الذي تقدم به كوهن الشاب حول هذه المسألة 
هو أن هناك جمل رياضية لا يمكن أن تكون خاطئة وكذلك لا يمعكن 
أن تكون صادقة أي نحن في موقف لا يمكن البت في أمرها تبقسى 
"غير قابلة لأتخاذ القرار حوها ءاطهء00610] . والصعوبة كما 
تبدو في طبيعة المادة الرياضية وعدم التصاقها المباشر بالواققفع 
المحسوسء فهناك بعض المفاهيم المحردة مثل "النقطة و "الخغط 
المستقيم" و"المستوي" . . الخ ليس لها نظير في الواقع وفكرة "العدد" 
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أيضا إحدى تلك المفاهيم. فمثلا التجريد الآحادي يقودنا إلى العدد 
"واحد" والتجريد الثنائي يقودنا إلى العدد اثنين وكذلك بالنسبة 
للأعداد الأعرىء ففي العالم المحسوس ليس هناك عدد اثنان أو ثلاثة 
ولكن جذور هذه الأعداد موجود في العالم الواقعي. و كما يقول 
الرياضي والمنطقي الألماني فريجه هوم.5.ى " إن قوانين العدد ليست هي 
قوانين الطبيعة أهُا قوانين الطبيعة". 
التحليل اللامعياري (اللاقياسي): 

والآن لنلقى الضوء على التحليل اللامعياري الذي تبلور على يد 
الرياضي والمنطقي الأمريكي أبراهام روبدسون والذي في حد ذاته يمثل 
اويا ديد ف دراسة التحليل الرياضي وأداة أخرى يعالج يماء وتمتد 
حذور هذا التحليل إلى الرياضي والفيلسوف الألماني ليبنتز منهطاعآ. 
لقد حاول ليبنتز تحليل "الموقع" أو التموقع اللحظي لسلوك الدوال؛ 
تلك الظاهرة الى تأذ حيزاً عند نقطة واحدة ف الفضاء أو النمن 
(لقد كانت مسألتا الفضاء والزمن منفصلتين آنذاك» حي جاءت 
النسبية ودمحتهما ف قالب واحد و هو الزمكان)» و ابتكر لنا لييستز 
نو عا وين من الأعداد المسماة " باللافائية في الصغفر" نزاعانمقهآ 
811 وهي الأعداد الى تكون أصغر من القيمة المطلقة لأي عدد 
موحب صحيح يختلف عن الصفر. وأطلق عليها الأعداد اللاصفرية أو 
المداهية ف الضغرء' ولقيد برزيق هزه الأعداد غيد تشتحسية لسقسيرز 
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لحساب التفاضل والتكامل واستحدث مفاهيم جديدة من أجل 
اكتمال رائعته ومنها مفهوم المشتقة . 

تعرف مشتقة الدالة في الحمساب التفاضلي بالاتي: 
/0(1+)1-()1 حيث 2ل هو مقدار لاصفري بل متناه في الصغر. 
والمتناهيات في الصغر عبارة عن كميات يمكن إهمالها إذا ما قورنت 
بالأعداد الموجبة الصحيحة ولا شك أن هذه المتناهيات تبدو غير 
عادية ولكنها تسلك سلوك الأعداد الصحيحة العادية» ورغم أن 
وضعها ليس ملائماً فقد أطلق عليها ليبنتز "خيال خصب". لقد نبذها 
نيوتن و فضل تعريف مشتقة الدالة مستخدما السرعة اللحظية. 
أما الرياضي السويسري لاهوبتل لهاذمه1”11 الذي كتب مقرراً دراسيا 
في حساب التفاضل و التكامل كان هو الآخر متحمسا و معترفا 
بوجود هذه المتناهيات في الصغر» إلا أن العديد من الرياضيين 
المرموقين استخدموها في دراساتهم وحاولوا جل اهتمامهم تشيد البناء 
المنطقي للنهايات في الصغرء ونذكر منهم على سبيل المثال لأكرانج 
وودالمبرت وبولزانو وعلى رأسهم كوشي. 

لقد كان تصور كوشي حول المتناهيات في الصغر باعتبارهما 
كميات متغيرة تقترب إلى الصفرء هذا التصور قلهه إلى مفهوم 
"النهاية' ؛نم:ذ1. وبصورة أوضح عندما يكون الفرق بين الكميتين 


كله متناهيا في الصغر. وبالرموز0-ة. فإذا كانت ع متناهية في الصغر 
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وموجبة فإن مقلويما 1/6 يكود أكبر من أي عدد صحيح ويكون ع/1 
بين أي عددين صحيحين لانهائيين لا معياريين هما و1+/: حيث 
الادع/ 1 . 

أما وجهة نظر كانتور حول مسألة اللامتناهيات فى الصغر فقبرز 
من إصراره الدائم أن الأعداد الموغلة (ما وراء المنتهي) تبرز تلقائيا 
وضروريا من العناصر الي تؤلف بجموعات» وكان مقتنعا تماما 
بالخصائص الي قدمها حول طبيعة اللافائية رغم ما تحمله هذه 
الخصائص من بنيتها الممكنة» أي صورقا الجهدية. لذا انعكس هذا 
التصور على موقفه في تمثيل مجموعة تلك الأعداد بأففا حتمية 
وكاملة و غير قابلة إلى أي رأي آخر أو تفسيرات معارضة. 

من هذا المنطلق لم ترحب أعمال الرياضي الإيطالي فيرنوسسيه 
7 لأفا عات أعمال كانتور من منطلق آخر أي الزاوية 
الي كان يعتبرها كانتور هجوما على نظريته» تلك هي فكرة اللانهائية 
في الصغر و الي يشبهها كانتور بأنها " كوليرا أبتلت با الرياضيات" 
هذه الكوليرا الي بيدأت ف آلمانيا من تحلذل اعمال توهية وي حرس 
ركوند وشتولس» حيث رفض كاتتور دور اللاففائية في الصغر 
وبالتحديد ل طبيعة الاستمرارية وذلك في عام 1886 عندما كان في 
محاولة حادة لصوغ برهانا كاملا لدحض اللانهائية في الصغر وعلى 
حد قوله أي؛ إن قبول اللانهائية في الصغر يع ب الضرورة عدم 
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اكتمال نظريته حول الأعداد بمعئ آخر قبول أعمال أولقفك 
الرياضيين يعيئ الرفض المطلق لأعماله لذا أصر حي فاية حياته بعدم 
الاعتراف بأعمال فيرنوسيه . 

اعتبر كانتور الأعداد الأصلانية (القياسية) والأنماط الرتبية جميعها 
امتداداً لمفهوم العدد نفسه وزعم أيضا أن فشل فيرسيه في فهم الأعداد 
الموغلة سببه هو صياغة نوع آغحر من اللاتمائيات واشاد على إها 
استنتاحات خاطئة لكوفا لا تتوافق مع نظريته. وصرح أيضا بأن 
أية نظرية عن اللانمائيات يجب أن تتوافق وأن لا تخرج عن محال نظرية 
الأعداد الموغلة وحلافا لذلك تعتبر باطلة 

ونضيف إلى الخلفية التاريخية هذه دعما رياضيا وأصدق ما نستهل 
به هو نحاصية أرشميدس الي تنص على الآي: 

أي عدد صغير جدا (أصغر ما يتصور) لا يساوي الصفر طبعاء فإن 
الإضافات المتكررة له عدة مرات يصبح كبيرا حدا فاللامائية في 
الصغر عند أرشميدس هو عدد أكبر من الصفر ولكنه يظل أصغر مسن 
الوحدة/الواحد ( 0-ه و 1>ة) 

لقد أنطلق روبنسون من النقيضة الي تركها ليشتز وهي 
اللافائية في الصغر وال هي عبارة عن أعداد غير متناهية في الصغر 
أما موجحبة أو سالبة ولكنها تحمل خخصائص الأعداد العادية. والسؤال 
المطروح هناء إذا كانت اللانمائية في الصغر لها نفس خخصائص 
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الأعداد العادية» فكيف تكون موحبة وأصغر من أي عدد موجلب 
عادي؟ فهذا هو التناقض بعينه. 

لقد أستخدم روبنسون اللغة الشكلية فى حل هذه المتناقضات 
وبرهن على كيفية إنشاء نسق يحتوي على اللافائيات في الصغر 
بويا قدا الأعداد الحقيقية. ولتوضيح ذلكء» لنفرض 24 هو فضاء 
كلي-معياري وآ اللغة الشكلية» فأية جملة في .1 عبارة عن فرضية في 
قد تكون صادقة أو غير صادقة. .معن آخر أي جملة في .1 أما أن 
تكون صادقة أو نفيها صادقء فلتكن هذه الجملة #احيث تمثل جميع 
الجمل الصادقة ونطلق على 24 نموذج يخص . أما 14 فهو البناء 
الرياضي الذي يحوي ال+مل الصادقة الى تنتمي إلى 1» عندئذ مهكن 
أن نطلق على >1 كشيء معرف تماماء وهناك أيضا تماذج خاصة با 
غير معيارية أي هناك بناءات رياضية أحرى تختلف تماما عن*11 
يرمز لها 14 وهي تعد أيضا نماذج عن 12 . 

هناك أعداد يطلق عليها الأعداد الفوق حقيقية أو ما بعد الحقيقية 
5 611315م119 وهي الي نحتوي على الأعداد الحقيقية العادية 
(القياسية/المعيارية) وغير المعيارية» ويكون الع ددير فوقحقيقي إذا 
كانت قيمته المطلقة أصغر من أي عدد حقيقي موجب معياري فليكن 
6 وبالرموز 30> * وعادة ما تكون»: محصورة في الفترة [*34.3] على 


المخط المستقيم . 
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كل عدد شائي فوقحقيقى ‏ هو يجاور (قريب جحد) العدد 
الحقيقي المعياري ه مثلاً ولا يمكن لأي عدد فوقحقيقي أن يكون 
بحاورا لعددين مختلفين ويكتب عادة هم+». فإن العدد الفوقحقيقي » 
و بهو برع ويقال بأن + لافائي في الصغر 0-(» 560 ). 

و عندما عرف فيرشتراس مفهوم' النهاية" عام 1872 لم يستخدم 
الكميات المتناهية في الصغر ولكن الحقبة الى سببت انقلابا في تاريخ 
تلك الكميات كان في عام 1960 أي ما يقارب ثلامائة سنة عندما 
وضع ليبنتز أساسيات تلك الكميات وهك ذا صدرت أعمال 
روبنسون حول التحليل الرياضي اللامعياري والذي اشتملت فيه 

تنطلق الأسس الليبيزية على أن المتناهي في الصغر لهمزوعانه 1:8 
هو عدد صغيرا جدا من أي عدد موجب ولكنه اكبر من الصفر أما 
العدد المتناهي في الصغر السالب فهو أكير من أي عدد سالب 
ولكنه أصغر من الصفرء فهذا التعريف يعود إلى ليبنتز. 

' كان أغلب الرياضيين ينظرون إلى اللامتناهيات في الصغر على 
أكما ليست سوى أوهام " و بالرغم من ذلك " وجدوا أنه يصعب 
تحنب اللامتناهيات في الصغر في مسار اكتشافتهم وذلك مهما كان 
عدم استساغتهم لها نظريا ". 

والغريب في الأمر فإن اللافائيات هذه " تقع في الصنف غير 
المعياري" و " ما زالت تعتبر كينونات محيرة .. وليس من الواضح أن 
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مثل هذه الصغائر موحود فعلاء و لكن الصحة المفاهيمية للنظرية قد 
تم اثباتها إلى درحة تكافئ ثقتنا المبررة بنظم رياضياتية أخرى" 3 . 
لقد شهد القرن العشرون استخحدامات رصينة لفكرة 

'النهاية' واليٍ يعبر عنها رياضيا (*)5 ذا وهى الفكرة الى تعكس 
وجحهة نظر النهاية باعتبارها قيمة متناهية» حيث نحصل على: عندما 
تقترب: إلى 8. 
هل جميع هذه الأعداد تكون مرئية ؟ 

لتتصور الآن بحالاً مكبراً (بجهريا) ستجد أن جميع الأعداد المرئية 
في هذا امال واليَ تقترب إلى الصفر هي كميات متناهية في الصغر 
كما هو موضح في الشكل. 


ادم 14 2 0015م 


لعولا ”اير كنا 
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فالصفر نفسه هو كمية متناهية في الصغر بالإضافة إلى أعناد 
أخرى متناهية في الصغر؛ فسلوك هذه الكميات بوجه أدق يككون 





3 "حل مفارقات زر "© محلة العلوم 8 
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عيانيا ( يمكن رؤيتها بالعين الحردة) و يمكن تطبيق عمليات الممع 
والضرب» فمثلاء إذا كانت ع كمية متناهية في الصغر» فإِنَ ع2-ع+د ع 
أما بالنسبة إلى +2 فإهُا تنطبق على العدد 2 نفسه ولكن المحجال 
المحهري يركز على العدد 2 وتبدو لنا تلك الكمية مغايرة عن العدد2. 
فالأعداد العيانية هى تلك الأعداد العادية المعروفة الي نتداولهاء 
كالأعداد الطبيعية مثلاء عندئذ يطلق عليها الأعدادد المعيارية 
0 فكل عدد معياري فليكن ه تكون حوله أعداد لانمائية من 
نوع جديد تختلف عنه بجهريا وتنطبق عليه عيانياء فمثلا العدد 
العياري2 فإن العدد اللامعياري له سيكون 2+8 حيث ع كمية متناهية 
ف الصغر غير صفرية. 

نحن في الواقع أمام صورتين الأولى مجهرية و الأحرى عينانية؛ 
فمثلا يمكن كتابة العدد 2 بالصورة العينانية هكذا ع+2-2 بينما 
الصورة المجهرية 2248 و يفضل كتابتهما على التالي :2 سدع + 2 
أي ع + 2 عندما تقترب ع من 2. 

ولكن 2 -ع+2 أي لا يساوي 2 » إلا إذا كانت ع كمية متناهية في 
الصغر وتكتب 820 . 

أما بالنسبة للقواعد الحسابية للكميات المتناهية في الصغرء فإنه 
بوسعنا أن نحصر القواعد الآنية: لنفرض ع كمية متناهية في الصغر ء 
غير صفرية أي 0بلدع فإن تلك الكمية تحقق القواعد الاتية : 
1. ع ع علع 


2. ع8 عدد كائي فوق حقيقي - ع 
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3 م+ص - م ( كلاهما موحبان أو سالبان) 

4. 8-8 +8 (0 عدد شائي م 

5. هم حجع.ن/1 وا اععم/][1 

٠.6‏ 1/8 عدد قائي 

7 لا توحد قاعدة لخارج القسمة وكذلك « » ع2 أو م جاع 

وقبل أن نختم هذا الفصل نريد القول على أن كانتور لم يكن شغله 
الشاغل محصوراً على الجانب النظري الصرف بل تججاوزه عياهدا 
وكيا وراء التطبيقات العملية فقي الميادين الأخرى وبالذات عندما 
انصب اهتمامه في حقل الفيزياء الرياضية وهذا التوجه عثابة الدافع 
الأساسي في أبحائه» ففي عام 1883 في لقاء مع الرياضيين ف مديينة 
فرايبورج صرح الاني :" إن إحدى المسائل الحامة في نظرية المجموعات 
بل والجزء الأساسي كما اعتقد هو الذي تطرقت امدق مني 
عقطع 5 اع اع 812161 1/2101 1 تعد وعم 12ل دتدمن ال ي محنوي 
على تحد لإيجاد الروابط المتنوعة أو قوى المجحموع ات الموحودة في 
الطبيعة (على الأقل تلك الي نعرفها أي في متناول خبرتنا)» حيت 
توصلت إلى تطوير المفهوم العام للترقيم 1بلهدم في المجموعات المرتبة 


تماماء و بتعبير آر الأعداد المرتبة". 
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ملحق 


بعض المفاهيم الأساسية الخاصة بنظرية المجموعات واللافائيات 


اجموعة )وو : 

هي أي تجمع من الأشياء المتمايزة والمعرفة تعريفاً جيداً. وتسمى 
الأشياء المكونة للمجموعة بالعناصر. 
اججموعة اخالية: غهء؟ بو)ريم12 

هي مجموعة خالية من أي عنصر ويرمز ا بالرمز © أو [ ]. 
امو عة الجزئية : أعوطنام 

إذا كان كل عنصر ف المجموعة "هم" هو عنصر في مجموعة أحرى 
8» فإنه يقال أن المجموعة لم هي مجموعة حزئية من8 وتكتب 8ح لى. 
اججموعة الشاملة : غع5 اده جنمل] 

هي المجموعة الى تكون كل المجموعات جزئية فيها . 
إذا كانت ه,8 مجموعتين فإن : 

[8عغ أو 4 > : عر - 8ل 4 تسمى بخاصية الاتحاد دمنهتآ 
[8 ع<2«و 4 ع« :ع - 8 حلم تسمى بخاصية التقاطع مومعهورعم1 


(8 6ع و 4 ع2<:<!- طالكقل تسمى بخاصية الفرق 8 
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بدهية اللافائية : 
توجد هناك مجموعة + تحتوي علي مجموعة خالية» وكذلك 
إذا كانت ب تنتمي للمجموعة »م فاك اتحاد و رن تمان إل 
وتو كد البدهية أيضًا على وجود مجموعات لاقائية . 
[1عى ماتدقرير دعر عز راب برع دك ررم :32 ] 
فاية الدالة ١‏ التابعة ) عند اللافشائية : 
يقال للعدد .1 كاية الدالة (2ز)ير - بز عندما تؤول * إلى 
اللانمائية وبالرموز (2)'/ يمنا -.1 
تمثيل الأعداد الترتيبية بمجموعات : 
لنفرض ‏ هو العدد الترتيي الذي يمكن أن يحدد بالمجموعة(2>ط : 5) 
لجميع الأعداد الترتيبية الى تقل عن 4 . 


0 - ؤرما‎ > 0١-4 

(4 -(0 -[1 > مما - 1 

!1 ,ةا - 40,1١‏ -(2 > م:ما- 2 

[[[10 .شاط ,م -[ 0,1,2 -زة > م: م - 3 


/ ل 

)م 0و2 ,410,1 - 1+ + ون 

[ ........,2 + © ,1 + ,هه ...و2 ,40,1 - م + م 
[....و00.3م و1 + 0.2,0.2......ر] + 6 ,© .......,10,1,2 ع 2 مم 
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تطبيقات على امجموعات باستخدام شكل قن سمعومتل صمع/؟ 
مثال 1 : أجرى مسح على 600 أسرة , و تبين أن 348 أسرة تمتلك 
حيار لفازر 98! متاك جهاز فيدير و 75 من يمتلك الاثنين معسا . 


او 0 


ميا 


0 


1. أجهزة فيديو فقط. | 17 7 1 ١‏ 

2 أجهرة تلفاز فقط. ' ا 213 0 
/ 

3. يا تلفاز و يا فيديو. 14 . 8 ١‏ 


يمكن توضيح الإحابة في الشكل القابل حي حيث تسكن عدد 
الأسر الي تمتلك جهاز التلفاز فقط 273 والى تمتلك الفيديو 123 ولا 
أحدهما هو 129. 
مثال2: هناك 400 شخص تقدموا لوظائف مختلفة حسب احتياجات 
إحدى الموسسات»ء واتضح بين هؤلاء من يجيد اللغات الآتية بالإضافة 
إلى اللغة الإبجليزية وهم كالتالي: 195 اللغة الإسبانية و143 الفرنسية 
و184 الألمانية و56 الإسبانية والفرنسية و8 الإسبانية والفرنسية و69 
الفرنسية و الألمانية. فكم عدد الأفراد الذين يحدون اللغات التالية مسن 






هؤلاء: اع ممم 01 ولا مط لل 
1. الإسبانية فقط. ١‏ ا ده 
2. الفر نسية فقط. / 3 0 31 ١ ١‏ 
31 ام 08 
3 فال اس ا 0 ا 
3. الإإسبانية والفرنسية. ظ / 65 
| "5 الس 


5. الإبحليزية فقط. 
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الإؤجابة: 
سنجد 93 يجيدون الإسبانية و 57 يجيدون الفرنسبة و 17 الاسبانية 
والفرنسية معا و 30 الفرنسية و الألمانية و 49 الإنحليزية فقطء كما هو 
موضح في الشكل أعلاه . 
فضاء نظرية ا مجموعات : 
بمثل الشكل التصور القياسي البحت لفضاء نظرية المجموعات الذي 
يحتوى على جميع الأعداد الترتيبية بدءا من العدم أو اللاشيء حى 
اللانمائية المطلقة بصرف النظر عن وجودها ا حقيقي : 
2 كد أوالعدد تزتيق ي أصلاني (يساوى مجموعة الأعداد الطبيعية]<) 
3 : ثاني عدد لافمائي أصلاني و أول عدد ترتيي غير قابل للعد 
أول عدد أصلان تسبقه أعداد أصلانية لافائية متعددة 
أول عدد أصلان عق :#اخواطدن قير عدا اكير ايهو : 
9 اللافمائية المطلقة يمكن أن يقبل و يعترف يه كأحن اللاغائنحات 
الي لايمكن الوضول إليها ولكن لايمكن معرفتها تقرييا على 
حد تعبير كانتور. 
معظم الأبحاث والدراسات الجارية في نظرية المجموعات تحاول 
أن تسبر غور هذا الخال للتوصل إلى بدهيات تتعلق بالأعداد 
الأصلانية يكون لما دور فعال في هذا اجال. 
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و 7: فضاء نظرية المحموعات التقليدية. 
ب 5 حيز الرياضيات العادية 
7 : يحتوى هذا انجال على الأطر الممكنة. 


م : (جوحول). 
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